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  ::  ھناك أكثر من طریقة للتكامل، منھاھناك أكثر من طریقة للتكامل، منھا:  طرائق التكامل ) 1

  

َعن اقتران مشتقتھ تعطي الاقتران المكاملالطریقة المباشرة من خلال البحث الطریقة المباشرة من خلال البحث ) ) 11 َعن اقتران مشتقتھ تعطي الاقتران المكاملُ ُ..  
  

  من خلال التحلیل إلى العوامل والاختصارمن خلال التحلیل إلى العوامل والاختصار) ) 22                  
  

  من خلال المتطابقات المثلثیةمن خلال المتطابقات المثلثیة) ) 33                                      
  

  طریقة التكامل بالتعویضطریقة التكامل بالتعویض) ) 44                                                                
  

  طریقة الكسور الجزئیةطریقة الكسور الجزئیة) ) 55                                                                                            
  

  طریقة التكامل بالأجزاءطریقة التكامل بالأجزاء) ) 66                                                                                                                                  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  والجھداختصارا للوقت ) اختیار الطریقة المناسبة(التحدي الذي یوجھ الطالب ھو *** 
  نصائح وملاحظات یمكنوللأسف لا یوجد قواعد ثابتة ، فلكل مسألة ظروفھا ، ولكن ھناك         

  لتحدید البدایة الحل ، أیضا حل عدد كبیر من الأسئلة یمنح الطالب الخبرة  مراعاتھا عند       
  

   لا تحل إلا عن طریق المتطابقات : في المسألة بقوى زوجیة) cosx(أو ) sinx(وجود ) 1:ًمثلا 
  
  
  

  طریقة التعویض: أو جذور ) مشتقتھ(و ) مقدار(وجود ) 2      
  
  
  
  

  طریقة الأجزاء) : قتھمشت(و ) مقدار(عدم وجود ) 3      
  
  
  
  
  
  

      4 (  
  

  :           إذا كان ما بداخل القوس غیر خطي نبدأ بالتعویض 
  
  التعویض أولا                                                                                                          ...    
  
  

   وأحدھما لیس مشتقة للآخر ، ،)كل من بسطھ ومقامھ كثیر حدود( سبين مقدار وجود عند) 5      
  )الخوارزمیة أولا:درجة البسط أكبر أو تساوي درجة المقام (،            نستخدم طریقة الكسور الجزئیة  
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   :مسائل لھا علاقة بالتكامل ) 2

    

ْتحرك جسیم في مسار مستقیم، وتعطى سرعتھ المتجھة بالاقترانی) 1 َ ُ َّ :v(t) = 4sin t ،      
  

        a (  من نقطة الأصل حركًثانیة علما أنھ ت(    ) جد موقع الجسم بعد  
  
  
  
  
  

       b (ْجسیم في جد إزاحة ال َ   :الفترة ُ
  
  
  
  

      c (ْجسیم في ال المسافة الكلیة التي قطعھا جد َ               الفترةُ
  
  

                     
  
 :                                               نفس السؤال -

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  ) a(في الشكل المجاور، جد قیمة الثابت ) 2

   وحدات مربعة4التي تجعل مساحة المنطقة المظللة                 
   

  
  
  :  نفس السؤال-
  

  )a( ، جد قیمة الثابت0.5= المساحة المظللة 
  

 a=Ln2: الجواب 
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
         ، فجد قیمة   f(0)= 1 ، وكان                               إذا كانت   )3
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
4(  
  
  
  
  

  
  
  

4


 0,3

 0,2

1

1 1

( ) ( ) 4sin  4cos

(0) 0 4cos 0 0 4

( ) 4cos 4 ( ) 4cos( ) 4 2 2 2
4 4

s t v t dt t dt t c

s c c

s t t s  

    

      

         

 



2

1

2 1

3
3

0
0

( ) ( ) ( ) dt

(3 ) (0) 4sin  dt= 4cos 4(cos 3 cos0) 8

t

t

s t s t v t

s s t t



 

 

       





4sint 0
0  ,     ,   2t t t 


   

2 2

0 0

2

0

( )  dt= 4sin  dt+ ( 4sin ) 

                = 4cos 4cos 8 8 16

v t t t dt

t t

  



 





    

  

2 a الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب: e

2
sin 4'( )
sin 2

xf x
e x


 2
sin 4'( )
sin 2

xf x
e x




 ( )
4

f  ( )
4

f 

  2
3 

2
  0,4   ,  ( ) t

t
V t 



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                                                              جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین )5
  )4.5:الجواب(                                                                                                                    

  
 
 
  
                  جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین )6
  
  
  ) 1:الجواب  (           

  
  
  

  

   جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین )5
  

  )8:الجواب                                                                                                                  (
  
  
  
       ینمنحنیي الاقترانمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل  )6
  

               
  
  

   )  e – 3:الجواب(: جد مساحة المنطقة المظللة                              )    أ
  
  
  

َّجد حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة الم ) ب  ) ) 8e)π – 22:الجواب: (ظللة    ُ
  
  
  
َّجد حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة  )7       المحصورة بین منحنیي الاقترانینُ
    

  )π0.3:الجواب(                                         
  
  
َّجد حجم المجسم الناتج من دوران المنطقة   )8       x الآتیین حول المحور المحصورة بین منحنیي الاقترانینُ
  

   2023وزارة                                                                                                              
                                          

  
  

2( ) 1 ,  ( ) 1g x x f x x   

  2    0,2 )   فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي الفѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧترة   )  ,  ( )g x x f x x 

3 2( )  ,  ( ) 3 3g x x x f x x   

2( )  ,  ( ) ( )g x Lnx f x Lnx 

2( )  ,  ( )g x x f x x 

2 2( ) 2 ( 2)    ,    ( ) ( 2)g x x f x x    
16
3  الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب : 
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  :تذكیر
  
  
  
  
  
  
  
  
  
9(  
  
  
  
  
  

10(  
  
  
  
  
  
  
  

  معادلات تفاضلیة 
1) 

  
  
  
 
  

2  
  
  
  

3)  
  
 
 

4)  
 
 
 

5)  

2

3 3

2

                  

3 3  1   ,

ln 1

  (1)

l

2

n 1 2y x x

dy x x y y y
dx

c y x x    

     

    

2 2 2 1sin  cos : coty
dyx y x
dx

x x c   

3 3 3: y Ldy y n y
dx y

x c  


  

3
2

32
2

9 3 3 : 3 3 3dy x x y y Ln y
dx y

x x c
       

2 32 1
31: 1y yy Ldy x x ne e

dx
e x x c       
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  تمارین على الدرس الأول

   :السؤال الأول
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4) 4cos2x ) 8sin 2x +C             ) 2sin 2x C    

                            ) 8sin 2x +C           d) 2sin 2x C

dx a b

c

 

  


1

0

2) (3  ) ) 3+ e          ) 2+ e           )            ) 4+ xe dx a b c e d e 

25) 2(sin cos )  ) x   sin 2x +C             ) 2x + cos2x C    

                                            ) x   sin 2x +C             d) 2 cos 2 x C

x x dx a b

c x

   

  


6
2

0

16) 12cos ( x) ) 6 3     ) 3     ) 3 3         d) 6
2

d x a b c



      

2

2sin x7)   ) 2ln sin       ) ln sin
sin x

1                           ) ln sin      d) cotx
2

dx a x C b x C

c x C C

  

 



4'( )
2 1

f x
x




 (10)               4, 1( الذي یمر بالنقطة f(x)ُإذا كان                      یمثل میل المماس لمنحنى الاقتران 
  

  :           ھي f(x)فإن قاعدة الاقتران 
  
  

) ln 2 1 +4              )  ln 2 1

) 2ln 2 1 +4             d) ln 2 1 +2

a x b x

c x x

 

 

2 2 2 2 31) 6 ) 6 +c    ) 3 +c     ) 12 +c       ) 6 x x x x xe dx a e b e c e d e c 

 (v(t)=4sint    ، 9إذا تحرك جسم من نقطة الأصل في خط مستقیم بحیث تعطى سرعتھ المتجھة بالاقتران 
        

  :ثانیة یساوي(     )    فإن موقع الجسم بعد 
  

3


) 6           )  2 2 3        ) 2             d) 3a b c

2 23) tan x ) secx +c   ) sec x +c   ) x tanx+c    d) tanxdx a b c x c   

3

0

8) (1 2 4 ) ) 8     ) 7     ) 6        d) 1x dx a b c   

4ln12)  ) 4lnx+c     ) 4 x c      ) 2x+c       d) 2
2 ln
x dx a b c
x

 

2 2 2
2 24 4 411) 4 ) +c      ) +c       ) +c        d)4 Ln16

Ln16 Ln4 Ln 8

x x x
x xdx a b c c 
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  إجابات الدوائر 
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   )نصیحة  (  : مھمةملاحظة
  ًخصوصا في الأسئلة الموضوعیة طریقة تحویل المقدار من شكل إلى آخر وفھم  قوانین اللوغاریتماتیجب حفظ 
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  : جد قیمة التكاملات الآتیة  : السؤال الثاني
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  :حدد رمز الإجابة الصحیحة فیم یأتي : السؤال الأول 
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  فإن قیمة ) 3( تساويR2ومساحة ) 4( تساوي R1 وكانت مساحة      

  

  :                       تساوي 
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  المجاور ، والذي یمثل منحنیي الاقترانین معتمدا الشكل ) 16
  

  ]1 , 1-[في الفترة 
  

  :  فإن مساحة المنطقة المظللة تساوي 
  
  

  
  
  
  
  
  
  

3 3
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 y =4 والمستقیم  f(x) = x2معتمدا الشكل المجاور ، والذي یمثل المنطقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین ) 17
    یقسم المنطقة المظللة إلى قسمین متساویین  y = k    إذا كان المستقیم    

  :تساوي ) k( فإن قیمة الثابت       
  
  

  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

 معتمدا الشكل المجاور ، والذي یمثل منحنیي الاقترانین ) 18
        

  )3(مساحة المنطقة المظللة تساوي                              ، وكانت       إذا كان 
  
  
  :تساوي                                      فإن قیمة  

  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 معتمدا الشكل المجاور ، والذي یمثل منحنیي الاقترانین ***  
 y2= 4x             21 ،20 ،19(  ،                    ، أجب عن الأسئلة(  

  :تساوي ) A(مساحة المنطقة ) 19
  

 
  

   :تساوي ) B(مساحة المنطقة ) 20
  

  
   :تساوي ) R(مساحة المنطقة ) 21
  

 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ،]6 , 0[ في الفترة الزمنیة xالمحور على لجسم یتحرك الزمن  – منحنى السرعة المتجھة یبین الشكل المجاور *
   ،  )24 ، 23 ، 22(   اعتمد ھذا الشكل للإجابة عن الاسئلة   

 t = 0 عندما x = 2    علما بان الجسم بدأ الحركة من 
  :إزاحة الجسم في الفترة الزمنیة المعطاة تساوي ) 22

  
  

  :المسافة التي قطعھا الجسم في الفترة الزمنیة المعطاة تساوي ) 23
  

 
  :الموقع النھائي للجسم یساوي ) 24
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َّالمجسم حجم ) 25    f(x) = x2  1– منطقة المحصورة بین منحنىالناتج عن دوران الُ
  :یساوي  ) x (المحور حول) x(المحورو     

  
  

  
  

َّحجم المجسم الناتج عن دوران المنطقة ) 26   f(x) = 4–x2 ، g(x) = x2    المحصورة بین منحنیيُ
  : یساوي xلمحور حول ا       

  
  
  
  
  

َّحجم المجسم الناتج من دوران المنطقة المحص) 27    f(x) = 6 – x  ،g(x) = x2 :ورة بین منحنیي الاقترانینُ
  : یساوي )x (المحور حول والواقعة في الربع الأول ،        

  
  

 
  

  
َّحجم المجسم الناتج من دوران المنطقة الممعتمدا الشكل المجاور ، فإن التكامل الذي یدل على ) 28   ظللة ُ

  : ھو ) x(       حول المحور 
  
  

 
 
 
 
 

َّحجم المجسم الناتج من دوران المنطقة ُالتكامل الذي یعبر عن ) 29   المحصورة بین منحنى  ُ
 :  ھو ]2 , 1[ في الفترة )x(حول المحور ) x(      والمحور 

 
 

 
  

َّحجم المجسم الناتج من دوران المنطقة المحصورة بین منحنیي الاقترانین) 30 ُ: f(x) = 1 – secx  ، y = 3   
  

  : في الفترة               یساوي )x(المحور      حول 
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  2023من أسئلة الوزارة 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   تكمیلي 2023من أسئلة الوزارة 
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  معادلات تفاضلیة

  2023 من أسئلة الوزارة
  
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   تكمیلي2023 من أسئلة الوزارة
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  متطابقات مثلثية
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  

   )cos2θ( على )5(في قسمة كل حد ب )    sin2θ( على )5(في قسمة كل حد ب                                     
 

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   الزاویة یساوي)جیب(   
  والعكس متممتھا) جتا (  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  لا یتأثر بالسالب) الجتا  (
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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22 228)  tan 1 sec      9)  cot   1 csc    

10) sin( ) cos    cos( ) sin    tan( ) cot
2 2 2
  

          

12) sin( ) sin  cos cos  sina b a b a b  

11) sin( ) sin    cos( ) cos    tan( ) tan            

2 2 2 2 2 25)  sin cos 1  6) sin 1 cos 7) cos 1 sin            

cos2 cos( ) cos cos sin sin          

sin 2 sin( ) sin  cos cos  sin          

12) sec
cos






sin1) tan
cos







13) csc
sin






cos4) cot
sin







13) sin 2 2sin  cos  

14) cos( ) cos  cos sin  sina b a b a b   2 2

2

2

cos 2 cos sin

15)           1 2sin

          2cos 1

  





 

 

 

tan tan16) tan(a b)
1 tan  tan

a b
a b


 
 tan2 tan( )     2

2tan17) tan 2
1 tan








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2 118) cos (1 cos 2 )
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   2 1 cos220) tan
1 cos2
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
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2sin sin cos( ) cos( )

2cos cos cos(

2sin cos sin( ) sin(

)
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) cos(

 

     

     

   

   

  

 



 
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n m mn nx x x ( )
m
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n x

x
( ) ( )n na b

b a
 

1 2 3 01 2 2 110( )( ... )n n nn nn ny y y yx x x x x xy y yx          

2 2

2 2

2 2 2

 لا یحلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل:...          

   

( )( )  :

 ( ) 2   فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧك:

 تحلیѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل 

a b a ab b

a b

a b a b a b

  

 



 

 

2 119) sin (1 cos 2 )
2

  

1 
1

  , 1
n

n a
n
xa x dx c n




  

1ax b ax b
ae dx e c  

sin  cosx dx x c  cosx  sindx x c 
2sec x  tandx x c  2csc x  cotdx x c  

sec  tan  secx x dx x c  csc  cot  cscx x dx x c  

1
  x dx Ln x c  11

   aax b dx Ln ax b c   

'( ) 
( )

 أي مقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدار بسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧطھ
 المقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧام

      مشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتقة لمقامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧھ
( )f x

f x dxdx Ln x Ln cf c   
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1

) الإزاحѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة 1 2 ) ( ) ( ) 
t

t

s t s t v t dt   
2  

1
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t

t

v t dt 

1
 cos( ) sinaax b dx x c  

2 2sin (sin )   تѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧذكر 
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ax b ax b
a Lnkk dx e c  


