
 

 
١ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   التكامل : الوحدة الرابعة    

 

  

  

 

  القائد في الریاضیات
 

 التكامل

)الفرع الأدبي والفندقي(  

 للأستاذ

  معاذ البشیش
  

  



 

 
٢ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   التكامل : الوحدة الرابعة    

  

  

  

  

  

  الصف الثاني عشر 

  للفرعین الأدبي والفندقي والسیاحي

   ولىالوحدة الأ

  التكامل

  

  .كامل غیر الحدود التــ ١

  .كامل المحدود ــ الت٢

  .ــ خصائص التكامل المحدود ٣

  .ــ التكامل بالتعویض ٤

  .  ھندسیةــ تطبیقات ٥

  .  تطبیقات فیزیائیةــ ٦

  .ــ المساحة ٧

  .ــ حلول جمیع تدریبات وأسئلة الكتاب ٨

  . متحان الوزارة على كل درس من الدورات السابقة لاــ أسئلة ٩

  

  

  

  مع تحیات 

  ستاذ معاذ البشیشالأ



 

 
٣ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   التكامل : الوحدة الرابعة    

  

  حدودمالتكامل غیر ال

                                                 ... ــ  تمھید 

    لاحظ أن كلاً من الاقترانات التالیة #                    تعلمنا في المستوى الثالث أنھ إذا كان 

  :س وھي ٢+  ٢س٣تكون مشتقتھا تساوي    . س ٢+  ٢س٣) = س(فإن ق ٢س+  ٣س) = س(ق

      ١٧+  ٢س+  ٣س) = س(ق   أما في ھذا الدرس فإننا سوف نأخذ العملیة العكسیة # 

   ٦٥+  ٢س+  ٣س) = س(ق   ) س(إذا علمنا المشتقة ق) س(وھي إیجاد الاقتران ق

                                  ٢٠ــ  ٢س+  ٣س) = س(ق                             . وتسمى ھذه العملیة بالتكامل 

                                                                                                                  :فمثلاً 

  ویوجد أیضاً عدد كبیر جداً من الاقترانات#        )س(س  یعني إیجاد الاقتران ق٢+  ٢س٣تكامل 

  ، ، وتختلف في العدد الثابت ٢س+  ٣سوتتشابھ جمیعھا في    :س ونكتب على شكل ٢+  ٢س٣الذي مشتقتھ تساوي 

             )جـ  +  ٢س+  ٣س على الصورة بشكل عام لذلك نكتبھا                     دس ) . س٢+  ٢س٣       

  .  حیث جـ عدد ثابت ، وتعني ثابت التكامل غیر المحدود                        التكامل              ویقرأ الرمز  

           . أما دس تعني أن الاقتران بدلالة المتغیر س ــ 

  : خارجي/ مثال     جـ +  ٢س+  ٣س= دس ) س٢+  ٢س٣(فیكون 

                    س دس٦) دس              ب ٢س٤ ) أ:  جد                                       .حیث جـ ثابت        

                                                                 :الحل                                                               

  :   فیكون ھو  ٣س٤المطلوب ھو إیجاد الاقتران الذي مشتقتھ ھي ) أ                                                :  نلاحظ أن

  جـ+  ٤س= دس  ٣س٤ جـ    أي أن  +  ٤س        العلاقة بین التكامل غیر المحدود والمشتقة الأولى 

                                  : ھي علاقة عكسیة أي أن 

  :س فیكون ھو ٦الاقتران الذي مشتقتھ تساوي المطلوب ھو إیجاد ) ب                               )س(اشتقاق  ق)   س(ق   

  جـ+  ٢س٣= س دس ٦  جـ  أي أن +  ٢س٣                                  غیر المحدود  تكامل      
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  : قواعد التكامل غیر المحدود# 

)١  (  ٣                    عدد ثابت: جـ   ،   حیث أ + أس = أ دس(جـ+ ــــــــــ = جـ + ـــــــــــــــ = دھـ   ٤ــھـ  

    :مثال 

    جـ+ ـــــــــــــــ = دس   ٣ــس=ـــــــ  دس )٤       جـ+ س ٨= دس  ٨ )  ب  جـ       + س ٥= دس  ٥ )  أ

  جـ+ ــــــــ =         جـ+  س ــــــ= ــــــ دس  )د جـ   + س ٣ــ= دس   ٣ــ  ) جـ

    

)٢(   ٥                      ١ــ  ≠جـ    ،  ن + ــــــــــــ = دس  نس( جـ + س  =  جـ  +  س      =    س  دس                                               

      :مثال   

  جـ+ ـــــــ س     =                       جـ + ـــــــــ = جـ  + ـــــــــــــ = دس  ٤س )  أ  

                                                                                              

)٦               جـ + ــــــــــــ = جـ + ـــــــــــــــ = دس  ٩ــس )  ب 
 

  جـ    +  ص          =   ص  دص=   ص دص 

  

  جـ+  ـــــــــ ص   = جـ + ص     =                                                               : خارجي/ مثال 

  : جد التكاملات التالیة 

١ (٢     دس   ٧س (٣     دع     ٥ع( دھـ       ٤ــھـ  

       

 ٤  (     ٥ـــــــ  دس (  ٦       دس س(   ص دص          )٣ ( أ ق)س ( أ = دس ق)دس) س               

  : فمثلاً                                                                         : الحل 

١ (   أ                      جـ+ ـــــــــ = جـ  + ــــــــــــ = دس  ٧س ( جـ+  ٦س= جـ + ـــــــــــ =  دس  ٥س٦  

٢(   ب                     جـ + ــــــــــ = جـ + ــــــــــــــ = دس  ٥ع ( جـ+  ٤ع٣= جـ + ــــــــــــ = دع  ٣ع١٢    
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)٤()س(ھـ  ∓) س(ق (( دس=ق)دس ) س∓
 

 جـ    دس) س(ـ ھ ( ٢س )دس     ) س٥+  ٢س٢  

    جـ+ ــــــــــ + ــــــــــ = دس   ٣س٥+  ٤س٢=                       )أي أن التكامل یتوزع في حالتي الجمع والطرح ( 

    :  خارجي/ مثال 

    دس ) ـــــــــ + س  (   س   )  د                                                              : جد التكاملات 

    جـ + س ٥+ ــــــــــ =  دس  ٥+ س =                       جـ + ــــــــــ + ــــــــــ = س  دس ٦+  ٣س٤) أ

      جـ +  ٢س٣+  ٤س=     

  

  دس  ٣ــس٧ = دس   ـــــــــــ )ھـ                           جـ + س ٣+ ــــــــــ = دس   ٣+ س ٢) ب

  جـ + ـــــــــــــ =                                                     جـ + س ٣+  ٢س=                            

  

  جـ+ ـــــــــــــ =                             جـ+ س ٦ــــــــــ ـــ + ــــــــــ = دس  ٦س ــ ٧+  ٢س٥) جـ

  

  : خارجي/ مثال 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ دس ) و                                                              : جد التكاملات 

    دس  ٢ــس٤ــ  ٨+ س ٦ =      دع  ٥+ ع ١٠+ ع ٣+  ٢ع٦= دع ) ١+ ع ٢)(٥+ ع ٣() أ

 =جـ + ــــــــــــــ  س ــ٨+ ـــــــــــ =           جـ + ع ٥+ ـــــــــــ + ــــــــــ = دع  ٥+ ع ١٣+  ٢ع٦  

                 جـ + ع ٥+  ٢ــــــــ ع+  ٣ع٢=                                  

  جـ +  ـــــــــــ+ س ٨+  ٢س٣=                                                

  دس ٤+ س ١٢ــ  ٢س٩= دس   ٢)٢ــس ٣() ب

        جـ + س ٤+ ــــــــــ ــ ــــــــــ =                      

                جـ+ س ٤+  ٢س٦ــ  ٣س٣=                      
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  :١٦٢كتاب ص) / ٢(مثال                              : تكامل الاقترانات الدائریة ) ٥(

 * جد كلاً من التكاملات الآتیة                              جـ+ ــ جتاس = جاس دس:   

 * ١                              جـ +  جاس= جتاس دس ( دس    ٤س                        

 *جـ + ــــــــــــ =                                  جـ +  ظاس= س دس ٢قا  

  : أیضاً 

 * ٢                     جـ + ـــــــــــــــــــ = جا أس دس (دس  ٢ــ                

 * جـ + س ٢ــ=                         جـ + ــــــــــــــــــ = جتا أس دس           

 *جـ+ ـــــــــــــــ  = أس دس  ٢قا                          

  ٠ ≠دس ،  س   ــــــــــــ  )٣                                               : خارجي/ مثال 

                                                     :جد التكاملات 

١ ()دس ) جاس٥+  ٢س٢                                   = جـ+ ــــــــــــ =   دس  ٢ــس    

  جـ + جتاس ٥ــــــــــــ ــ = 

  

٢( )٤                                  دس) س٢قا+  جتاس (  ـــــــــــ دس =  جـ + ظاس = س دس ٢قا  

  جـ+ طاس + جاس = 

  

٣ ()١٦٣كتاب ص) / ٢( تدریب                              دس ) جاس٢+ س ٢قا٣:    

  :جد كلاً من التكاملات الآتیة                                    جـ + جتاس ٢ظاس ــ ٣= 

  

٤ ()١                               دس) س٢جتا+ س ٣جا(  دس   = جـ + س =   دس ١   

  جـ + ـــــــــــــــ + ــــــــــــــــــ = 
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٢(  ٢                            جـ + ـــــــــ =   دس ٣س(
 
)جـ+ جتا س ٣ـــــــــــ  ــ ــ =  دس ) جاس٣ــ  س٤  

   جـ + جتاس ٣+  ٢س٢ =                                                                                                 

٣ (  مثال                        جـ + ــــــــــــ =  دس   ٥ــس)١٦٤كتاب ص) / ٤:                     

  :مما یأتي  جد كلاً                                                                   

٤ (     س   دس =  ١    جـ  +   ــــــــ=  دس   س  (س)دس  ) ١س ــ ٢ =  ــ س دس ٢س٢    

   جـ + ــ  ـــــــــ  ٣ــــــ س =                                                                   

      :١٦٤كتاب ص) / ٣(مثال 

    : جد قیمة التكامل الآتي 

   )٢                               دس) ٩+  ٢س٥س ــ ٣ (  ــــــــــــــــــــــــ  دس  =  ــــــــــــــــــــــــــ دس  

  : الحل 

  )دس) ٩+  ٢س٥س ــ ٣        =  جـ+ س ٥ـــــــــ ــ =  دس  ٥س ــ    

  جـ  + س  ٩+  ٣ــ ـــــــ س ٢ـــــــ  س= 

    :٥١٦كتاب ص) / ٤( تدریب  

  : جد كلاً من التكاملات الآتیة                :١٦٤كتاب ص) / ٣( تدریب

)١                                : جد كلاً من التكاملین الآتیین 
 
)دس  ٢)٣+ س ٢  

١(
 
)دس ) ــ ــــــــــ  ٢س٣     =

 
)دس ) ٩+ س ١٢+  ٢س٤  

    جـ+ س ٩+  ٢س٦+ ـــــــــ =   

  =
 

 س       دس  ٦ــ  ٢س٣                                

       

      ـــــــــــــــــــــــــ دس) ٢                        س٢×  ٦          ٣س٣     

       ١  ٣    

  جـ + س     ١٢ــ   ٣س=  
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٢ (السؤال                               ـــــــــــــــــــــــــ دس )١٦٦كتاب ص) / ١:  

  : جد كلاً مما یأتي                                                               

 = )أ                         دس   س ) س ٥ــ  ٢س (  جـ + س ــــــــ = ـــــــ  دس  

    

 =  )ب             دس ) س  × س ٥س   ــ ×  ٢س  (   ــــــــــ = جـ + ــــــــــ = دس   ٥ــس  

  

 =   جـ                              س   دس  ٥س   ــ ( )جـ + س ــ ــــــــــ ٢= دس ) ٢ــ س ٢  

  

  جـ+  ٣س= جـ  + ـــــــــــــ =  دس  ) ٢س ٣( ) د                     س   ٣×  ٥     س   ٣       

                                                                 

٣  ( ھـ     دس   ـــــــــــــــــــــــــــــــــ(
 
 دس     ٥س ٢ــ =    ـــــــــــــ دس  

      

   =  جـ+ ـــــــــــــــ =  جـ + ـــــــــــــــ =                          ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ  دس    

   =  ١٦٦كتاب ص) / ٢( السؤال                                    دس  ٥+ س:  

  :كلاً مما یأتي جد   جـ + س ٥+ ـــــــــ =    

  

٤(  أ                                ــــــــــــــــــــ  دس ( س دس ٢قا٣+ س      ٦ــ   ٢س١٠  

  

=   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  دس         = س دس٢قا ٣+ ــ س   ٢س١٠  

  

    س ٦     ٣س١٠                              جـ + س ١٦+  ٢س٢ـــــــــ ــ   =

    ٧           ٣  
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٢س٧ ٣س٤   

٣ ٢ 

 جاس

 جتاس

٨+ س ٦+  ٢س  

٢+ س   

)٤+س)(٢+س(  

٢+ س   

٢س  

٢ 

 دس

 دص

س٥  

١+  ٢س  

 دص
 دس

 دص
 دس

س٥  

١+  ٢س  

 دص
 دس

 دص
 دس

 دص
 دس

  

   : )خارجي/ (مثال                                    دس ) ١+ س ٤)(ــ س ٢(  )ب

=  ص                                   ــ س دس ٢س٤ــ  ٢+ س ٨ =  ـــــــــــــــــــ  دس  ، جد ـــــــــــ.  

=  الحل                                          دس ٢س٤ــ  ٢+ س ٧: 

   ــــــــــــــــــــــ = ــــــــــ    جـ + س ــ ـــــــــــ ٢+ ــــــــــــ =  

     

  : )خارجي/ (مثال                                            ظاس جتاس دس ٣  )جـ

=  إذا كان                                          ـــــــــــ جتاس  دس  ٣ ١(، فجد ق   ٢+  ٢س٦ــ  ٣س٤) = س(ق(  

  )نشتق الطرفین (  : الحل                                                                          

  س ١٢ــ  ٢س١٢) = س(ق                                                    جـ + جتاس ٣ــ =  

   ٠=  ١٢ــ  ١٢=   )١(ق                                                                

                                   ــــــــــــــــــــــــــــــــ دس     )د

  : ١٦١كتاب ص) / ١(مثال                                                                          

 = إذا كان  ص                                       ـــــــــــــــــــــــــــــــ دس = )دس  ) س ٣ــ  ٢س٤  

  .  ٢= فجد ـــــــــ  عندما س                                                                          

                                                جـ + س ٤+ ـــــــــ =  

  )نشتق الطرفین : ( الحل                                      

  س ٣ــ  ٢س٤=  ـــــــــ                                                             :تعریف # 

   ٢= عند س                                            :إذا كان ق اقتراناً متصلاً ، فإن 

  ١٠) = ٢(٣ــ  ٢)٢(٤= ـــــــــ          )جـ ثابت التكامل(جـ  ،  ) + س(ق= دس ) س(ق ) أ

  ) .س(ق) ) = س(التكامل غیر المحدود للاقتران ق(مشتقة ) ب

                                                                           

 ــــــــــ        
 

                           ) .س(ق= دس ) س(ق 



 

 
١٠ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   التكامل : الوحدة الرابعة    

١س ــ ٤  

١+  ٢س  
 دص

دس    

١+  ٢س  

١س ــ ٤  دص 
دس    

 دص
دس    

١ــ ) ١ــ(×  ٤  

١+  ٢)١ــ(  

٥ــ   

٢ 

 دص
دس    

١+ س ٤  

 س

 دص
دس    س 

١+ س ٤  

١+  ٥×٤  

٥ 

 دص
دس    

٢١ 

٥ 

٣س٦ ٢س٤   

٢ ٣ 

٢س٦ ٤س٨   

٤ ٢ 

 

  : )خارجي(/ مثال                                        : ١٦١كتاب ص) / ١(تدریب

   ٧) = ١(ق: س وكان ٤+  ٢س٦) = س(إذا كان ق                           ــــــــــــــــــ  دس   ،  =إذا كان ص 

  ) : ٢(فجد ق                                       . ١ــ= فجد ـــــــــ عندما  س 

  )نكامل الطرفین :  ( الحل                                                                  :الحل 

  س دس ٤+  ٢س٦ =دس  ) س(ق                                                ــــــــــــــــــ=  ـــــــــــ

  جـ + ــــــــــ + ـــــــــ ) =  س(ق                                                                             

     جـ +  ٢س٢+  ٣س٢) = س(ق  ـــــــــــ= ـــــــــــــــــــــــــ  =  ـــــــــــ

  : نستفید من المعطى لإیجاد الثابت جـ                                                                            

  ٧) = ١(ق                                                 : ٦١٦كتاب ص) / ٣(سؤال

   ٧= جـ +  ٢)١( ٢+  ٣)١( ٢         .ـــــــــــــــــ دس  =، حیث ص  ٥= جد ـــــــــ  عندما س 

  ٣= جـ                                                                                :الحل 

  ٣+  ٢س٢+  ٣س٢) = س(ق  ومنھ                                              ـــــــــــــــــــــ= ـــــــــــ 

  ٣+  ٢)٢( ٢+  ٣)٢( ٢) = ٢(ق                                                                            

   ٣+  ٤×  ٢+  ٨×  ٢=                     ــــــــــ= ـــــــــــــــــــ = ـــــــــ             ٥= عند س 

                                                                                   =   ٢٧=   ٣+    ٨+     ١٦   

  : ٦١٦كتاب ص) / ٥(سؤال

      : ٦١٦كتاب ص) / ٤(سؤال            ٥س ــ ٦+  ٢س٣ــ  ٣س٦= دس ) س(ع  كان  إذا

  إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق ، وكان                                   ) .١(فجد ع 

  ، ٢) = ١ــ(، وكان ق ٥+  ٣س٨س ــ ٦) = س(ق                                           ) نشتق الطرفین: ( الحل 

  . فجد قاعدة الاقتران ق                  ٦+ س ٦ــ  ٢س١٨=  )س(ع    

   :الحل                                     ٦+  ٦ــ  ٢)١( ١٨) = ١(ع    

             =١٨                                                      س(ق = ( دس   ٥+  ٣س٨س ــ ٦  

  جـ+ س ٥+ ــــــــــ ــ ـــــــــــ ) = س(ق                                                                            

      

  جـ+ س ٥+  ٤س٢ــ  ٢س٣) = س(ق                                                                             
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٢س٢  

٣س٨+ س ٦+  ٢س ٢  

 س

٢س  

٢ 

٣س٨  

٣ 

١ 
٢ 

٨ 
٣ 

١٦+  ٣٦+  ٣  

٦ 

٥٥ 

٦ 

  

  : )٧(حل سؤال                                              : )٤(حل سؤال/ تابع   

       ٣س٤+  ٢س١٥س  ــ ١٨) = س(ق                                            ٢) = ١ــ(من المعطى  ق

  دس      ٣س٤+  ٢س١٥س  ــ ١٨ )  =س(ق                  ٢= جـ ) + ١ــ(×  ٥+  ٤)١ــ(٢ــ ٢)١ــ(٣     

  جـ +  ٤س+  ٣س٥ــ  ٢س٩) = س(ق                                    ٢= جـ +  ٥ــ +    ٢ــ   ٣       

   ١ــ ) = ٢(من المعطى ق                                  ٢= جـ +   ٤ــ                     

  ١ــ = جـ +  ٤)٢+ ( ٣)٢(٥ــ  ٢)٢(٩                                      ٦= جـ                               

  ١ــ = جـ +  ١٦+  ٤٠ــ  ٣٦                            ٦ +س ٥+  ٤س٢ــ  ٢س٣=  )س(ق ومنھ 

  ١٣ــ = جـ              ١ــ = جـ +  ١٢                                              : ٦١٦كتاب ص) / ٦(سؤال

  ١٣ــ  ٤س+  ٣س٥ــ  ٢س٩) = س(ومنھ  ق    ، ٥س ــ ٢) = س(كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق ، وكان قإذا 

  ١٣ــ  ٤)١+ ( ٣)١(٥ــ  ٢)١(٩) = ١(ق                                      ) .١(، فجد قیمة ق ٤) = ٢(وكان ق

   ٨ــ =  ١٣ــ  ١+  ٥ــ  ٩  ) =١(ق                                                                       : الحل 

 س(ق = ( سؤال                                   دس  ٥س ــ ٢)٦١٦كتاب ص) / ٨ :              

  للاشتقاق ، إذا كان ق اقترانا قابلاً                                   جـ + س ٥ــ  ــــــــــ) =  س(ق  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ ، وكان ) = س(وكان ق                                جـ + س ٥ــ  ٢س) = س(ق        

  .فجد قاعدة الاقتران ق   ١٢) = ١(ق                                             ٤) = ٢(قمن المعطى  

   :الحل                                   ٤= جـ +  ٢×  ٥ــ  ٢)٢(        

   ٢س٨+  ٦+ س ) = س(ق                                    ٤= جـ +  ١٠ــ   ٤              

  دس  ٢س٨+  ٦+ س  ) = س(ق                                        ٤= جـ +  ٦ ــ                

  جـ + ــــــــــــ + س ٦+ ــــــــــ ) =  س(ق                                             ١٠= جـ                      

        ١٠+ س ٥ــ  ٢س) = س(ق    ومنھ 

  ١٢) = ١(من المعطى ق                                     ١٠) + ١(٥ــ  ٢)١) = (١(ق           

   ١٢= جـ + ــــــــــ +  ٦+ ـــــــــ                                   ٦=  ١٠+  ٥ــ  ١=                    

      : ٦١٦كتاب ص) / ٧(سؤال

  ١٢= جـ + ـــــــــــــــــــــــــــ                                ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق ، وكانإذا كان 

  ، وكان ٣س٤) + س٥ــ  ٦(س٣) = س(ق 

     ١٢=  جـ + ــــــــــ    ) . ١(، فجد قیمة ق ١ــ ) = ٢(ق
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٦ 

٥٥ 

٥٥ــ  ٧٢  

٦ 

١٧ 

٦ 

٣س٨ ٢س   

٦ ٢ ٣ 

١٧ 

٣س٦ ٤س٦  ٢س٢   

٢ ٤ ٣ 

٤س٣  

٢ 

٨١× ٣  

٢ 

١٨ــ  ٢٤٣ــ  ١٠٨  

٢ 

١٥٣ــ   

٢ 

٣ 
٢ 

٢ ٢ 

١٥٣ــ   

٢ ٢ 

٢ 

١ 

٢ 

١٥٣ــ   

١+  ١٥٣ــ   

٢ ٢ 

١٥٢ــ   

٢ــ  ٣ــ  ٤ ١ــ   

١ــ  

٣ل ٣ل   

٣ ٣ 

  

  ) ١(ــ ل) ٣(ل  ومنھ                                              ) : ٨(حل سؤال/ تابع 

  ) جـ + ــــــــــ ( جـ  ــ + ــــــــــــ                                                 ــ ـــــــــ ١٢= جـ   

  

  ـــــــــ ــ جـ + جـ  + ــــــــــــ =                                         ـــــــــ= ــــــــــــــــــــ = جـ 

  

  ٧٦ــ =  ــــــــــــــ= ــــــــــــــــــــــــــ =                   ـــــــــــ+ ــــــــــــ + س ٦+ ــــــــــ ) = س(ٍق

  

                  :)  ٢٠٢٠( وزارة                                       : ٦١٦كتاب ص) / ٩(سؤال

      ٤+ س ٣ــ  ٢س٥= دس ) س(ق إذا كان) ١                          إذا كان ل اقتراناً قابلاً للاشتقاق ،وكان 

  : تساوي ) ٢(فإن ق                               س ، ٢ــ  ٣س٦ــ  ٢س٦) = س(ل 

  ٢٢) د           ٢١) ج          ١٨) ب         ١٧) أ                                         ) : ١(ــ ل) ٣(فجد قیمة ل

  س(ل = ( ٢                   س دس٢ــ  ٣س٦ــ  ٢س٦ ( دس یساوي  ٢ل :  

  جـ + ـــــــــ س ) جـ                 ب+ ــــــــــ ) أ             جـ + ـــــــــــ ــ ــــــــــــ ــ ــــــــــــ ) =  س(ل     

  جـ + ل ٢) جـ                  د+ س ٢ل)  ج                                                                      

          جـ +  ٢ــ س ــ ـــــــــــ ٣س٢) = س(ل    

                                                                      ٣(
 
س دس یساوي ٣جتا ٦ :  

  جـ + س ٣جا٦ــ) جـ               ب+ س ٣جا٦) أ                    جـ +  ٩ــ ـــــــــــــــ ــ  ٢٧× ٢ ) =٣(ل    

  جـ + س ٣جا٢ــ) جـ               د+ س ٣جا٢) ج                                                                      

 جـ+ ــــــــــــــــــــــــــــــــ ) =  ٣(ل    

 

 جـ+ ــــــــــــ ) = ٣(ل 

 

  جـ +  ١ــ ــــــــ ــ  ٢ = )١(ل

  

  جـ + ـــــــــ = جـ + ـــــــــــــــــــــ ) = ١(ل

  

...للحیاة قاعدتین   

 الأولى عدم الاستسلام

.والثانیة تذكر الأولى دائماً   

معاذ البشیش: معلمكم المحب   
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  التكامل المحدود

  ل٦=  ٦× ل ) = ١ــ  ٧( ل = ل  دس    ) ٣                          جـ ) + س(ق= دس ) س(ق تعلم أن 

   : خارجي/ مثال                              )  ]س(ق=  دس ) س(ق ویكون  

 .فجد قیمة الثابت أ  ١٢= دس  ٤ إذا كان                       ) أ(ــ ق) ب(ق=                              

  :الحل                                                    :  خارجي/ مثال 

   ٥= أ          ٣= ــ أ  ٨         ١٢) = ــ أ ٨(٤            .دس ) س(ق جد  ٧) = ٤(، ق ٢) = ١(إذا كان ق

  :  ١٧١كتاب ص ) / ٢(سؤال                                                               : الحل 

 إذا كان         ٥=  ٢ــ  ٧) = ١(ــ ق) ٤(ق= دس ) س(ق فجد قیمة الثابت م  ٢٠= دس  ٤ ، .  

  : الحل                                                                        

  ٢٠)) = ١ــ (م ــ ( ٤                                                       :  خارجي/ مثال 

  ٤= م              ٥=  ١+ م           .) ب(فجد ق ١٧= دس ) س(ق وكان ٢ــ) = أ(إذا كان ق

 ) : ٢(قاعدة                                                               : الحل 

 أ(ــ ق) ب(ق= دس ) س(ق(                                   ـــــــــــــ ــ ــــــــــــــ =  ]   ــــــــــــ= دس   نس 

    ٢) + ب(ق=  ١٧)             ٢ــ(ــ ) ب(ق=   ١٧    

  : ١٦٨كتاب ص ) / ١(مثال                  ١٥) = ب(ق)             ب(ق=  ٢ــ  ١٧    

 : أوجد                                                          ) : ١(قاعدة 

  ب ــ أ(× ك = ك دس ( حیث ك ثابت                     . ٣س=  دس   ٢س٣  )  =  [٧=  ١ــ  ٨=  ٣)١(ــ  ٣)٢  

 :  خارجي/ مثال                                                    :  خارجي/ مثال 

١ ( ٤=  دس   ٤ )جد                   ٢٠=  ٥×  ٤) = ١ــ  ٦
 

  ـــــــــــ ــ ــــــــــــ]    = ــــــــــ  = دس   ٦س

    

 ٢ (  ٧=  دس  ٧  )ـــــــــــ= ــــــــــ + ــــــــــ = ـــــــــ ــ ــــــــــ =            ٤٢=  ٦×  ٧=  ))١ــ (ــ  ٥    
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 دص
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   : ١٧٠كتاب ص ) / ٣(تدریب                                          : ١٦٩كتاب ص ) / ٢(مثال

  .،  فجد قیمة الثابت ب    ٩= س دس ٦ إذا كان           دس ) ٥+ س ١٢ــ  ٢س٣(: جد قیمة التكامل الآتي 

 :الحل                                                                 :الحل 

)٩=    ]   ٢س٣       )  ]س ٥+  ٢س٦ــ  ٣س= ( دس ) ٥+ س ١٢ــ  ٢س٣  

  ٣+  ٩=  ٢ب٣               ٩=  ٣ــ  ٢ب٣                    ) ١٠+  ٢٤ــ  ٨( ــ )  ٥ــ  ٦ــ  ١ــ = (      

    ٤=  ٢ب                ١٢=  ٢ب٣              ٦ــ =  ٦+  ١٢ــ )  = ٦ــ (ــ   ١٢ــ =          

  ٢، ــ  ٢= ب                                                                 : ١٦٩كتاب ص ) / ١(تدریب

  :ملاحظة ھامة                                              : جد قیمة كل مما یأتي 

١ ( ـــــــــــ  دس =بما أن                             س   دس  ٦ق)عدد ثابت = دس ) س 

 . صفر = لذلك فإن مشتقة التكامل المحدود                                                                         

 ١                       ١ س     ٢×  ٦      

 :  ١٧٠كتاب ص) / ٣(مثال                      ٤                       ٤           ١          

  دس ، ) ٣+  ٥س٣ــ  ٣س٤(=إذا كان ص            ١٢ــ ) = ٢ــ  ١(  ١٢)  =     ٤ــ      ١(     ١٢= 

  .فجد قیمة  ـــــــــــ                                                                                     

٢ ( الحل          ] س     ٦]  =      س ٣×   ١٤= س  دس  ١٤: 

 . صفر = ـــــــــــ                                                                         

    ٦) = ٠ــ  ١(  ٦=       

 :  خارجي/ مثال                                                                          

  .دس ، جد ــــــــــ   ــــــــــــــــــــــــ = إذا كان ص     ،        ٣) = ١ــ(إذا كان ق  : ١٧٠كتاب ص ) / ٢(تدریب

 :الحل            :دس ) س(ق ٤ ،  جد قیمة   ٥) = ٢(ق

 صفر = ـــــــــــ                       ) ) ١ــ(ــ ق) ٢(ق(  ٤= دس ) س(ق ٤ .     

                 ٨=  ٢×  ٤) =  ٣ــ  ٥(  ٤=                      
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  ]  س٢ـــــــ ــ +  ٣س= دس  ٢س ــ +  ٢س٣=                                          : ١١٧كتاب ص) / ١(سؤال

      : احسب قیمة كل مما یأتي 

  ٨=  ٢+  ٦) = ٤+  ٢+  ٨ــ ( ــ ) ٤ــ  ٢+  ٨(=                                                        دس   ٢ــ  ) أ

  

  : ١١٧كتاب ص) / ٣(سؤال                             ١٠ــ =  ٥×  ٢ــ ) = ١ــ  ٦(٢ــ =  

  ، وكان]  ٥،  ١[ إذا كان الاقتران ق معرفاً على الفترة                                                                          

  ) . ١(ــ ق) ٥(، فجد قیمة ق ١+ س ٢) = س(ق                                            ــــــــــــــــ  دس  ) ب

  )نكامل الطرفین( : الحل                                                                         

=   س٣×  =         ــــــــ  س   دس     [                    دس ) س(ق =  دس ١+ س ٢  

  

  ]س   +  ٢س) = ١(ــ ق) ٥(ق            )   )٣)٢(( ــ  ١(ـــــــــ )  ) = ٨(ــ )   ١((ـــــــــ =  

  

  ٢٨=  ٢ــ  ٣٠) = ١+  ١(ــ ) ٥+  ٢٥() = ١(ــ ق) ٥(ق                  ـــــــــ=   ٣ــ × ـــــــــ ) = ٤ــ  ١( ــــــــــ = 

  : ١١٧كتاب ص) / ٤(سؤال                                                                        

:احسب قیمة التكامل الآتي                        دس ) ٧+  ٤س٥ــ  ٣س٨+ س ٢( ) جـ
 
)دس ) ٣+  ٢س٦س ــ ٤  

   :الحل                              ]  س  ٧+  ٥ــ س ٤س٢+  ٢س=    

  ]س  ٣+  ٣س٢ــ   ٢س٢= دس ) ٣+  ٢س٦س ــ ٤(                   ) ٠( ــ ) ٤٢+  ٧٧٧٦ــ  ٢٥٩٢+  ٣٦=  ( 

     ٥١٠٦ــ =  

  )             ٦+  ١٦ــ  ٨( ــ )  ٦+  ١٦ــ  ٨= (                                                                           

  )   ٢ــ (  ــ )   ٢ــ =    (                                      دس ) ١+ س ) (٢س ــ ٣() د

  صفر=  ٢ + ٢ــ  =                                                                            

 =یمكن حل ھذا السؤال بطریقة مباشرة   :ملاحظة ھامة                               دس  ٢س ــ ٢س ــ ٣+  ٢س٣  

  . باستخدام الخاصیة في الدرس القادم                                                                          



 

 
١٦ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   التكامل : الوحدة الرابعة    

٢ 

١ 

١ 

٢ 
٤س٦  

١ ٤ 

٢ 

٢ 

٤س٣  

١ 

٢ 

٢ 

٣ 

٩ 

٢ 

٩ 

٢ 

١ 

١ــ  
٣)٣س ــ٢(  

٢×  ٣  ١ 

١ــ  

٣)٥ــ( ٣)١ــ(   

٦ ٦ 

١٢٥ــ  ١ 

٦ ٦ ٦ 

١٢٤ــ   

٧س ــ ٦+  ٢س  

١س ــ   ٠ 

٢ــ  

)١س ــ )(٧+ س (  

١س ــ   ٠ 

٢ــ  

٢س  

٠ ٢ 

٢ــ  

٥ 

٢ 

٢ 

٥ 

 دص
دس    

٥ 

٢ 

٠ 

 ل

٠ 

٣ 
٨+  ٣س  

٢+ س   

  

  : الحل                                      : ١١٧كتاب ص) / ٥(سؤال

  ١٣= دس ) س(ق                           : احسب قیمة كل من التكاملات الآتیة 

  ١٣) = ٥(ــ ق) ٢(ق                                      دس) ٢س٢ــ  ٤(س ٣ ) أ

  ٣=  ١٧ــ ــ ) ٢(ق                                                                       

= ١٣=  ١٧) + ٢(ق                  ] ــ ـــــــــ    ٢س٦= دس  ٣س٦س ــ ١٢   

   ٤ــ ) = ٢(ق                                                                         

                :)  ٢٠٢٠( وزارة     )ــ ـــــــ  ٦( ــ ) ٢٤ــ  ٢٤]     = ( ــ ـــــــــ    ٢س٦= 

  دس ،  فما قیمة  ـــــــــــ ؟  ٣س =ص )  ١                                                                     

  صفر) د            ٨) ج            ١٠) ب         ٣٢) أ                                      ــ ــــــــ)  = ـــــــ ( ــ  ٠= 

  

  ، فما قیمة الثابت ل ؟  ٣٢= دس  ٢س١٢ إذا كان) ٢                ]  ــــــــــــــــــــ   = دس  ٢)٣س ــ ٢( ) ب

  

  ٨ــ) د            ٢ــ) ج            ٢) ب           ٨) أ       ــــــــــــ= ـــــــــ + ــــــــــ = ــــــــــ  ــ  ـــــــــــ  =   

  

)٣                               ــــــــــــــــــــــــــــــ دس  ) جـ
 
 ــــــــــــــــــــــــ  دس  یساوي :  

  ٣٠) د           ٢٧) ج          ١٩) ب          ١٢) أ                                                                      

 = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  دس  

    

   ١٢ــ =   ٠ــ )  ١٤ــ +  ٢= (  ] س    ٧+ ـــــــــ =   

  : ١١٧كتاب ص) / ٦(سؤال

  ، ١٧ــ ) = ٥(، وكان ق ١٣= دس ) س(ق إذا كان 

  ) . ٢(فجد قیمة ق 

  

 أعظم النجاحات تأتي بعد أشق العثرات

"تأكد أنك تفعل أفضل ما تستطیع "   

معاذ البشیش: الأستاذ   
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٢ 

  

  خصائص التكامل المحدود

)١( ل ق)س ( ل= دس ق)دس ، حیث ل عدد ثابت ) س.              

               : ٢١٧كتاب ص) / ١(مثال                                                                                     

)٢( 
 
)س(ھـ  ∓) س(ق (( دس =ق)س ( دس∓  ھـ)س (إذا كان      دس ق)٦= دس ) س ،  

                                فجد قیمة كل ما یلي  ٢ــ = دس ) س(ھـ ، :  

  :  خارجي/ مثال 

     ١٢=  ٦×  ٢= دس ) س(ق ٢ ) ١                                  : فجد ما یلي  ١٢= دس ) س(ق إذا كان 

  

١ ( ق ٥)س ( ٥=  دس  ق)س (  ٢            ٦٠=  ١٢×  ٥= دس (  )ھـ  ٣)دس) ٤) + س(ق ٦ــ ) س  

  ]س   ٤) +  ٦×  ٦ــ  ٢ــ ×  ٣= (   

٢ (  ق ٢ــ)س ( ٢ــ = دس ق)١×  ٤ــ  ٣×  ٤) + ( ٣٦ــ  ٦ــ =  (       ٢٤ــ =  ١٢×  ٢ــ = دس ) س (  

  ٣٤ــ ) =  ٨) + ( ٤٢ــ = (                                                                                     

  : ٣١٧كتاب ص) / ١(تدریب                                                                 :  خارجي/ مثال 

  ، ٢ــ = دس ) س(ل ٢ إذا كان    : فجد ما یأتي  ، ٨ــ = دس ) س(ھـ ،  ١٠= دس ) س(قإذا كان 

                                                                                     فجد قیمة كل ما یلي ،  ٥= دس ) س(ع:  

١ ( )س(ھـ ) + س(ق ( ( دس = ق)س ( دس + ھـ)١   دس ) س (  دس   ــــ ــــــــــــــ  

  ٢=  ٨ــ +  ١٠=                                   

٢ ( )٢                            دس               ) ) س(ھـ ٣ــ ) س(ق٢ ( ع٢)س  دس ٢ــ ) س(ل ٣ــ ) س  

  ٤٤=  ٢٤+  ٢٠=   ٨ــ ×  ٣ــ   ١٠×  ٢=  

٣ ( )س    ) + ١٠×  ٢= ( دس )  ١ ) +س(ق٢ [            

   ٢٤=  ٤+  ٢٠) = ١ــ  ٥+ (  ٢٠=   
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  صفر= دس ) س(ق  )٣(                                : ٣١٧كتاب ص) / ١(حل تدریب 

                                                   ) نجھز المعطیات ( 

 س(ل ٢ ( ٢ــ = دس         ل)جد التكاملات :   مثال         ١ــ = دس ) س:  

   ١ (  ١     ـــــــــ =   ٥× ـــــــــ  =   ــــــــــــــــــ   دس (  )صفر =  دس ) ــــــــــــ +  ٢س٥  

  

  ٢ ( ع٢)٢                      س  دس٢ــ ) س(ل ٣ــ ) س (  صفر =   ــــــــــــــــــــــــ  دس 

 ]     ــ  ــــــــــــ)  ١ــ ×  ٣ــ  ٥×  ٢=  (        

                                                )٤(    ق)س ( ــ = دس ق)دس       ) س  

   ١٠=  ٣ــ  ١٣)  = ١ــ  ٤( ــ )  ٣+  ١٠=  (       

  :  مثال                                                  :  خارجي/ مثال 

 إذا كان                            : احسب قیمة كل من التكاملات الآتیة 

١(
 
 )٥س ــ ٤+  ٢س٦  ( دس                              ق)س ( ٣= دس  ، ھـ)فجد ما یأتي  ٤ــ = دس ) س ،:  

  ]س   ٥ـــــــــــــ  ــ + ـــــــــــ =        

                                                                     ١ ( )دس ) ) س(ھـ )  + س(ق   

  ] س  ٥ــ  ٢س٢+  ٣س٢=       

   ١=  ٤+   ٣ــ =                                                                           

  )١٠+  ٨+  ١٦ــ ( ــ ) ١٥ــ  ١٨+  ٥٤= (      

  ٥٥=   ٢ــ   ٥٧=          

٢(
 
٣+  ٢س(  ٢س٥  ( ٢                                 دس ()ھـ  ٢)دس  )  )س( ق)  + س  

     =
 
 )٣ــ +    ٤×  ٢=                                دس)  ٢س١٥+   ٤س ٥     

  ٣ــ +  ٨=                                           ]   ٣س٥+    ٥س=        

    ٥    =                                     ٦)  =  ٠(ــ ) ٥+  ١= (     
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١ ٦ 

١ 

٦ــ   

٦ــ   

١ــ   

١ــ   

٢ 

٢ 

٦ 

١ــ   

)س(ق  

٣ 

١ــ   

٢ 

١ــ  ١ــ    

٢ 
)س(ق  

٣ 

١ــ   

٢ 

  

  : ٤١٧كتاب ص) / ٢(مثال                                : خاصیة الإضافة    )٥(        

 س(ق ( دس + ق)س ( دس = ق)س ( إذا كان       دس ق ٢)س ( ٢= دس  ، ق)٤= دس ) س         

  

  :فجد كلاً مما یأتي                                                        : # ١مثال

  دس ) س(ق  ) ١      ٢٠= دس ) س(ق ،  ٣٠= دس ) س(ق إذا كان 

  ١= دس ) س(ق               ٢= دس ) س(ق ٢                                : دس ) س(ق فجد          

 س(ق ( دس = ق)س ( دس + ق)س (ومنھ           دس ق)١ــ = دس  ) س  

             = ٥٠=  ٢٠+  ٣٠                                  

  دس) س(ق + دس ) س(ق = دس ) س(ق ) ٢                                                      :#   ٢مثال

  ٣=  ٤+  ١ــ=     ١١= دس ) س(ق ،  ١٨= دس ) س(ق إذا كان 

  : دس ) س(ق فجد           

 س(ق ( دس = ق)س ( دس + ق)٣        دس ) س ( ق)صفراً   =دس ) س  

  ٧ــ =  ١١+  ١٨ــ =    

  : ٥١٧كتاب ص) / ٢(تدریب                                                       :#   ٣مثال

      ٤= دس ) س(ق ،   ٥= ــــــــــــــ  دس  إذا كان      ١١= دس ) س(ق ،    ٤= دس ) س(ق إذا كان 

  : فجد قیمة كل مما یأتي                                :دس ) س(ق ٣ فجد            

 س(ق ( دس = ق)س ( دس + ق)١         دس) س ( ق ٢)دس ) س=  

     ١٥= دس ) س(ق         ٥= ــــــــــــــ  دس                                           ٧=  ١١+  ٤ــ =              

  

  ٣٠ــ =  ١٥ــ ×  ٢= دس ) س(ق ٢ ومنھ                               = ٧×  ٣= دس  ) س(ق ٣  ومنھ 



 

 
٢٠ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   التكامل : الوحدة الرابعة    

٢ 

٦ ٦ 

٢ 

١ــ   

١ــ   

٥ 

٢ 

٢ 

٥ 

٢ ٢ 

٥ ٢ 

٥ 

٥ 

٢ 

٥ 

٢ 

٢ 

٥ 

٥ 

٤ 

١ 
٥ 

٤ 

١ 

٤ ٤ 

١ ١ 

٤ ٤ 

١ 
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٥ 

٤ 

٢ 

)س(ل  

٢ 

١ــ  ٢  

١ــ   

١ــ   

٢ 

٢ 

١ــ   

٢ 

١ــ   

٢ 

١ــ   

٢ 

١ــ   

  

    ٢ ( ق)س ( دس = ق)س ( دس + ق)أ   دس) س ( ق٣)س ( ٣= دس ق)دس ) س  

                                        
  

  ١٨ــ =   ٦ــ×  ٣=                            ١١=  ١٥+  ٤ــ =                          

    : ٥١٧كتاب ص) / ٣(تدریب 

  دس) س(ق + دس ) س(ق = دس ) س(ق  )ب                      ،  ١٨= دس )  ٤ــ ) س(ق ٣( إذا كان 

   ١٠ــ =  ٦ــ +  ٤ــ    =                                                دس) س(ق :  فجد قیمة التكامل الآتي 

  : الحل 

 )٤ــ ) س(ق ٣  ( جـ                                 ١٨= دس ( )ق)دس)  س٢ــ ) س  

   
 س(ق ٣ (  ١٨]   = س   ٤ــ                                  =  ق)دس ــ ) س س دس٢  

  

 ٢٥ــ  ١٦+ (  ٤ــ ]  =   ٢س+  ٤ــ =                                       ١٨=  ١٢دس  ــ ) س(ق ٣ (  

  ١٣ــ =  ٩ــ +  ٤ــ  =                                                                                  

 ٧١٧كتاب ص) / ٢(سؤال                                          ٣٠= دس  ) س(ق ٣ :                                              

  ٥= دس )  ١) +س(ھـ (،  ٣= ـــــــــــ  دس   إذا كان                                                                      

  فجد قیمة كل مما یأتي                                             ١٠= دس )  س(ق :  

    )نجھز المعطیات (   : ٧١٧كتاب ص) / ١(سؤال 

  ٥=  ] س +  )س(ھـ ،     ٦= دس ) س(ل                                        ، ١٢=  دس) س(ق٢ إذا كان 

 فجد قیمة كل مما یأتي  ٤= دس ) س(ق ، :    

  ٤= )  ٢ــ  ١ــ + ( ) س(ھـ  )أ                                       )نجھز المعطیات(            

 س(ق٢ (١٢ = دس            ق)س (٦  = دس                     ھـ)٨ )  =س  
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 أ

٢س٢  

١ ٢ 

 أ

٦ 

٢ــ  ٣أ  

  

) ب   
 
)فكرة إیجاد الثوابت                 دس   )) س(ل٣+ س ٢ــ ) س(ھـ ٣:  

  :  خارجي/ مثال                   ٦×  ٣]  +   ٢ــ  س ٨ــ ×  ٣= 

 . أ  الثابت فجد قیمة  ٠  =دس ) ٥ +س ٢( إذا كان      ٩ــ =  ١٨+  ٣ــ  ٢٤ــ =  ١٨) + ١ــ  ٤(ــ  ٢٤ــ =  

      :الحل                                     : ٧١٧كتاب ص) / ٥(سؤال 

  ٠]  = س  ٥ +ـــــــــــ                              ٩= دس ) ٥ــ ) س(ق٣( إذا كان 

                                              : فجد قیمة التكامل الآتي 

 )٠) = ٥+  ١(ــ ) أ ٥+  ٢أ(                                                دس ) ١) + س(ق٢ 

 ٠=  ٦أ ــ ٥+  ٢أ                                             ) نجھز المعطیات (   : الحل 

 )٠) =  ٦+ أ ) ( ١أ ــ (                                               ٩= دس ) ٥ــ ) س(ق٣  

   
 ــ دس )س(ق٣ ٦ــ = أو  أ   ١= أ                                       ٩= دس   ٥   

       
 خارجي/ مثال                          ٩]  = س  ٥ــ  دس )س(ق٣ : 

          
 ٢٠ــ  ٥( ــ  دس )س(ق٣ = (إذا كان                    ٩ ق)أفجد قیمة الثابت    ٠=  دس ) س . 

             
 الحل                ٦ــ =  ١٥ــ  ٩=  دس) س(ق٣:  

                 
 بما أن قیمة التكامل تساوي صفراً ، وقاعدة الاقتران ق                                ٢ــ )  = س(ق 

 .  للتكامل الحد السفلي= للتكامل الحد العلوي غیر معلومة ، فإن                                                                     

 دس ) ١) + س(ق٢( : المطلوب 

 دس  ) س(ق٢+ ٦=  ٢ــ  ٣أ  فیكون                                 = دس   ١  

  ٨=    ٣أ                                                                                     

 ٢= أ                           ٧=  ٣+  ٤) =  ١ــ  ٤+ (  ٤] = س  +    ٢×  ٢
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٤ــ ٢أ  

أ+  ٢  

 ب

١

١

 ب

  ١+  ٣م

٧ــ   

 ن

١

 ن

١

١أ ــ   

٧+ أ ٥  

٣ 

 م

٣ 

 م

  

  . )٤(حل تدریب/ تابع                                            : ٦١٧كتاب ص) / ٣(مثال 

   ٠= ن ٣+  ٢ــ ن ٢ــ               .فجد قیمة الثابت أ   ،  ٠=  دس ) س(ق إذا كان  ) ١

  ٠=  ٢ن ــ ٣+  ٢ــ ن                                                                       :الحل 

   ٠=  ٢+ ن ٣ــ  ٢ن                                                           أ +  ٢=  ٤ــ  ٢أ  

  ٠) = ٢ن ــ ) (١ن ــ (                                                             ٠=  ٦ــ أ ــ  ٢أ 

   ٢= أو  ن    ١= ن                                                          ٠) = ٢+ أ )(٣أ ــ (

  : ٧١٧كتاب ص) / ٣( السؤال                                            ٢ــ = أو  أ   ٣= أ 

  . فجد قیمة الثابت أ  ٠= دس ) س(ق إذا كان    .فجد قیمة الثابت ب  ، ٠=  دس ) ١س ــ ٢( إذا كان  ) ٢

 :الحل                                                                 :الحل 

                                 ١أ ــ =  ٧+ أ ٥                                                  ٠]   =  ــ س   ٢س  

   ٧ــ  ١ــ = أ ــ أ ٥                                      ٠) = ١ــ  ٢)١((ــ ) ــ ب  ٢ب( 

  ٢ــ = أ                 ٨ــ = أ   ٤                                                    ٠) =  ١ب ــ ( ب     

  ١= أو  ب   ٠= ب  

  : ٧١٧كتاب ص) / ٤(السؤال                                       : ٦١٧كتاب ص) / ٤(تدریب 

  .      ،  فجد قیمة الثابت م    ٠=  دس ) س٤ــ  ٢( إذا كان          .فجد قیمة الثابت م   ،  ٠=  دس ) س(ق إذا كان  ) ١

  : الحل            : الحل 

  ٠]  =   ٢س٢س ــ ٢                                                      ٧ــ =    ١+  ٣م    

  ٢ــ = م                 ٨ــ =   ٣م     

  ٠) =  ١٨ــ  ٦( ــ )  ٢م٢م ــ ٢(                                                                             

  ٠=  ١٢+  ٢م٢م ــ ٢          .فجد قیمة الثابت ن   ٠=  دس )  ٣س ــ ٢(  إذا كان  ) ٢

  ٠=  ٦+  ٢م ــ  م                                                                          :الحل 

  ٠=  ٦ــ م ــ  ٢م                                                        ٠]   = س ٣ــ   ٢س  

  ٠) =  ٢+ م ) ( ٣م ــ (                                                                               

  ٢ــ = أو  م   ٣= م                                             ٠) = ن٣ــ  ٢ن(ــ )  ٣ــ  ١(  
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 ل

٢ــ   

٢ــ   ٥ 
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٣ 
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٣ 
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٣ 
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                :)  ٢٠١٩( وزارة                            : ٧١٧كتاب ص) / ٦(السؤال 

           ١٦= دس ) ٧) + س(ھـ ( ، ٢٤= دس ) س(ق٦ إذا كان   .،  فجد قیمة الثابت ل   ٦=  دس ) ١س ــ ٢( إذا كان 

  :الحل 

                                       :  دس   ))س(ھـ ٣ــ  )س(ق٢(  فجد                                           ٦]  =  ــ س   ٢س   

   ٦=   ٠ــ ) ــ ل  ٢ل(   

  )نجھز المعطیات (   :الحل                                          ٠=   ٦ــ  ل  ــ   ٢ل    

  ٤= دس ) س(ق             ٢٤= دس ) س(ق٦                                     ٠) =  ٢+ ل ) (  ٣ل ــ (  

  ٢ــ = أو  ل   ٣= ل    

  أسئلة وزارة                  

          ١٦= دس ) ٧) + س(ھـ (                                                       :)  ٢٠٢٠( وزارة 

           ١٦)  =  ٣ــ  ٥( ٧+ دس  ) س(ھـ                       ٢= دس ) س(ق ،  ٦= دس ) س(ق٢ إذا كان 

    ١٦=    ١٤+ دس  ) س(ھـ                                                   دس ؟) س(ق  فما قیمة        

    

  ٢= دس  ) س(ھـ                              ١) د            ١ــ) ج            ٤) ب          ٤ــ) أ 

    

  دس )) س(ھـ ٣ــ ) س(ق٢(   ومنھ                 :)  ٢٠١٩( وزارة 

  )٢ــ ×  ٣( ــ )  ٤ــ ×  ٢( =                 ٨= دس ) س(ق ،  ٤ــ = دس ) س(ق إذا كان 

  ٢ــ =  ٦+  ٨ــ =  ٦ــ ــ  ٨ــ    =    دس یساوي ؟) س(ق  فما قیمة        

  ١٢) د             ٤) ج           ٤ــ) ب       ١٢ـ ـ) أ 
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 مشتقة المقدار

 دص

 دص

٥+  ٢س٣  المشتقة 

 دص

٥+  ٢س٣  

 دص

٩ص ٩)٧+ س ٥+  ٣س(   

٩ ٩ 

  ٥)٣+  ٤س٢(

٣س  

٣س٨  
 المشتقة

 دص دص

٣س  

٥ص  
٣س٨  

 دص

٤ــص  

٨ 

١ 

٨ 

١ 

٤ــ   ٣٢ 

١ــ   

 دص

٧+ س ٢  

١ 
 دص ٢

٧+ س ٢  

جـ+  ٣ــــــــ   ص= جـ + ـــــــــــ =   ٢ 
٣ 

٢ 
٣ 

٢ 
٣ 

س٣+  ٣س  ٣  

١+  ٢س  

١ــ  
٣  

٣+  ٢س٣ )١+  ٢س(٣   

 دص دص

  

  التكامل بالتعویض

  : نستخدم طریقة التكامل بالتعویض بصورتھ الأساسیة عند وجود تكامل على نحو الصورة 

  دس )) س(ھـ (ق× ) س(أ ھـ  

  .المشتقة  أي وجود مقدار یصعب إجراء تكاملھ مباشرة ، ومشتقة ذلك المقدار تكون موجودة ھي ، أو ثابت مضروب في

  . ــــــــــــــــــــــــــــ = وتكون دس  المقدار  ، = فنفرض أن ص 

  

  : خارجي/ مثال                                                    : خارجي/ مثال 

      :جد قیمة كل من التكاملات                                :جد قیمة كل من التكاملات الآتیة 

)أ                   دس  ٨)٧+ س ٥+  ٣س)(٥+  ٢س٣( )أ
 
)دس  ٥+ س ٧+  ٢س)   ٧+ س ٢  

    ٥+ س ٧+  ٢س= نفرض ص  :الحل                         ٧+ س ٥+  ٣س= نفرض ص   :الحل 

  ــــــــــــــــــــ= دس                     .ـــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــ = دس 

    

 )٥+  ٢س٣ (  ×ــــــــــــــــــ×  ٨ص = دص ٨ص    = )ــــــــــــــــــ  ×  ص  ) ٧+ س ٢  

  

  ص   ٢                 جـ + ـــــــــــــــــــــــــــــــ  = جـ + ـــــــــــــ = 

                                                                           ٣   

)ب
 
 جـ+  ٣)٥+ س ٧+  ٢س(ـــــــــ   =                                       دســـــــــــــــــــــــ    

)ب                                ٣+  ٤س٢= نفرض ص  :الحل 
 
دس  ــــــــــــــــــــــــــــ  

    .ـــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــ = دس 

                                                                       = )دس )  س٣+  ٣س)(١+  ٢س  

  ــــــــ = ـــــــــــــ  ×  ــــــــــــــــ س           ٣+  ٣س= نفرض ص               دص ٥ــص  

  

  ــــــــــــــــــــــ= ـــــــــــــــــــــ = دس      جـ+  ٤ــ)٣+  ٤س٢(ـــــــــ = جـ + ــــــــــــ × ـــــــــ = 
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 دص

س٢  
 دص
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٥ 
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 دص

٣+  ٢س٣  

 دص

)١+  ٢س(٣  

)١+  ٢س(٣  

 دص

١ 
٣ 

١ 
٣ 

 دص دص

 جتاس

 جتاس

 دص

٥ص  

٥ 

٥ 

س٥جا  

  

  ) ب(تابع حل فرع                

   )٣                          دس )   س٣+  ٣س)(١+  ٢س (
 

  دس                   )  ١+ س ٣+  ٣س(جتا) ١+  ٢س(

 = )١+ س ٣+  ٣س= نفرض  ص   :الحل                  ــــــــــــــــــــ×  ص    × ) ١+  ٢س   

                           

  ـــــــــــــــــــــــ= ــــــــــــــــــــ = دس                                جـ + ص  ×  ــــــــ × ـــــــــ = 

  

=                               جـ )     + س٣+  ٣س(ــــــــ = 
 

      جتا ص ــــــــــــــــــــ) ١+  ٢س(

    

  جـ) + ١+ س ٣+  ٣س(ــــــــ جا = جـ + ـــــــ جاص =                                                   : خارجي/  مثال

  :جد قیمة كل من التكاملات 

١ (
 

) ٤                                         دس  ٣جاس ٢س
 

  س جتاس دس٤جا

      ــــــــــــــ   = جاس             دس = نفرض  ص   :الحل          ــــــــــــ= دس             ٣س= نفرض ص   :الحل 

  


 

=            جا ص دص  ــــــــ = جا ص  ــــــــــ   ٢س
 

  جتاس  ــــــــــ  ٤ص

  

  جـ + ــــــــــ =          جـ) + ٣س(ــ ـــــــــ جتا = جـ + ــ ــــــــ جتا ص  = 

  

٢(
 
جـ + ــــــــــــ =                                     دس) ٢+  ٢س( ٢س قا٥  

  ـــــــــــ= دس            ٢+  ٢س= نفرض ص   :الحل 

= ص  ــــــــــ  ٢س قا٥  

  

  جـ ) + ٢+  ٢س(ـــــــــ ظا= جـ + ـــــــــ ظاص = 
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 دص
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١ــ ٢٥  
٢  

٩ 

٢٥ 

٩ 

٢٥ 

  

  :الحل /   تابع                                        :١٧٨كتاب ص) / ١(مثال 

  ] ــــــــــــ  =  ـــــــــــ     ٣ص  ٢س٣              دس ٢)٥+  ٣س(٢س٣ : جد قیمة التكامل الآتي 

    ــــــــــ  = دس           ٥+  ٣س= نفرض ص    :الحل 

 = ــــــــــ= ـــــــــ ــ ـــــــــ =                                               ــــــــــ ٢ص ٢س٣  

  

) ٢                      جـ+ ـــــــــــــــــــــ  = جـ   + ـــــــــــ = 
 
  ـــــــــــــــــــ  دس=دس  ) ٩+  ٢س(س ٢    

  

                                                          ــــــــــــ = دس               ٩+  ٢س = ص                                       :١٧٩كتاب ص) / ١(تدریب 

    : جد قیمة التكامل الآتي 

 ٩=  ٩+  ٢)٠= (ص              ٠= عندما س                      دس  ٧)٢س٢+  ٣س)(س٤+  ٢س٣(٢١  

  ٢٥=  ٩+  ٢)٤= (ص             ٤= عندما س                                                                 :الحل 

  ـــــــــــــــــــــ= دس             ٢س٢+  ٣س= نفرض ص 

                                                                       =ص ٢=  ــــــــــ      )  ص(س ٢        [       

 ـــــــــــــــــــــــــــ  ٧ص) س٤+  ٢س٣(٢١  

  )  ٩ــ      ٢٥(    ٢]      =  ص       ٢=                                                                        

  جـ+  ٨)٢س٢+  ٣س(ــــــــ =  جـ +  ـــــــــــــــــــ=  

  ٤=  ٢×  ٢) =  ٣ــ  ٥( ٢=                                                                         

  : خارجي/ مثال 

  :جد قیمة كل من التكاملات 

١ (٢س٣ )دس  ٣)١+  ٣س  

  ـــــــــــــ= دس             ١+  ٣س= نفرض ص   : الحل 

 # #   

   ١=  ١+  ٣)٠= (ص              ٠= عندما س 

          ٢=  ١+  ٣)١= (ص               ١= عندما س 
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  جـ + ــــــــــــــــــــــــ  =  

٥  
٣  

  جـ + ــــــــــــــــــــــــ  =  

٥  
٣  

٠ 

  ٤)١+ س ٢(×  ٨

٤×  ٢  ٠ 

١ 

٠ 

١ 

١+ن)ب+ أس (  
)ب+ أس (ــ جتا   

 أ

)ب+ أس (جا   

 أ

)ب+ أس (ظا   

 أ

)٢س ــ ٥(ــ جتا  

٥ 

)١+ س ٣(جا٨  

٣ 

٣س٥  

٣ 

)٧+ س ٤(ظا٣  

٤ 

  

  :) ٢(قاعدة                                                          :) ١(قاعدة 

) ١                 جـ + ـــــــــــــــــــــــــ  = دس  ن)ب+ أس(جا) جـ+ ـــــــــــــــــــــــــــــ = دس ) ب+ أس  

  : خارجي/ مثال 

)٢                                        :التكاملات جد قیمة كل من 
 
جـ+ ــــــــــــــــــــــــــــ  = دس ) ب+ أس (جتا  

١( 
 
)دس ٨)٣+ س ٥  

)٣              جـ + ــــــــــــــــــــــ = جـ + ـــــــــــــــــــــــــ = 
 
جـ+ ــــــــــــــــــــــــــــــ = دس ) ب+ أس (٢قا  

  

٢ (
 
خارجي/ مثال                                         دس  ٤)س٢ــ  ٩(٧ :                  

  :جد قیمة كل من التكاملات         جـ + ـــــــــــــــــــــــــــ = جـ + ـــــــــــــــــــــــــــ = 

                                                                      ١(
 
جـ+ ـــــــــــــــــــــــــــــــ = دس ) ٢س ــ ٥(جا  

٣ (ـــــــــــــــــــــــ دس   = ٨)دس ٥ــ)٢س ــ ٣  

                                                                      ٢(
 
جـ+ ــــــــــــــــــــــــــــ = دس ) ١+ س ٣(جتا٨  

  جـ + ـــــــــــــــــــــــــــــ = جـ + ــــــــــــــــــــــــــ =  

                                                                      ٣ (
 
دس ) ٧+ س ٤(٢قا٣+  ٢س٥  

٤ (
 
دس   ٢)١+ س ٤(  ٣=

 
)جـ+ ـــــــــــــــــــــــــــــ + ــــــــــــ  =            دس)   ١+ س ٤  

    

    )١+ س ٤(٣        )١+ س ٤(٣         

            ٢٠    ٤×  ٥     

٥ (
 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــ   = دس  ٣)١+ س ٢(٨[  

  

   ٨٠=  ١ــ  ٨١=  ٤)١(ــ  ٤)٣= (  ]   ٤)١+ س ٢= (
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٥ 
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 دص
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س٢ــ   

 دص

    

) ٤                                       :١٧٩كتاب ص) / ٢(مثال 
 

  دس)    ١+ س ٥(  = ـــــــــــــــــــ دس 

  : جد قیمة كل من التكاملات الآتیة 

١(
 
)١+ س ٥( ــــــــ=                       دس   ٥+ س  + ٢س)    ١+ س ٢[       (  

  : الحل 

  ــــــــ) = ٤(ــ ـــــــ ) ١(ـــــــ =      ــــــــــــــــ = دس           ٥+ س  + ٢س= ص   نفرض

  

 =
 

=ص   ــــــــــــــــــــ )   ١+ س ٢(
 

    :١٨٢كتاب ص) / ٣(تدریب     ص   دص 

  :جد قیمة كل من التكاملات الآتیة                                                                       

) ١               جـ +  ٣ـــــــــ   ص= جـ   + ــــــــ  ص    =  
 
 دس ٥ــ)١+  ٢س(س ٣  

  ـــــــــــــــ= دس              ١+  ٢س= ص   نفرض                                                                      

                                         جـ+   ٣)٥+ س +  ٢س( ــــــــ   = 

٢ (
 
دس ) ١س ــ ٢(جتا٦                                        =

 
جـ + ـــــــــــ × ـــــــــ = ــــــــــ   ٥ــ)ص(س ٣  

  جـ) + ١س ــ ٢(جا ٣= جـ  + ـــــــــــــــــــــــــــــ = 

  جـ+   ٤ــ )١+  ٢س(ـــــــــ =                                                                          

٣ (
 
٢                                      ـــــــــــــــــــــــ  دس(

 
دس) ٢ــ س ١(٢س قا٢    

  ـــــــــــــــ= دس              ٢ــ س ١= ص   نفرض                                                                      

  ــــــــــــــــ = دس              ١+  ٢س= ص   نفرض

=                                   ١= ص           ٠=س عندما 
 
جـ + ــ ظاص = ــــــــــــ × ص ٢س قا٢  

  ٥= ص           ٢= س  عندما

 =
 
جـ) + ٢ــ س ١( ــ ظا=         ]   )   ص) (ــــــــ( ٣=   ــــــــــــ )  ص(س ٦  

  

  ــ  ـــــــــ   ٢٥ ٣ـــــــــ =    ]      ٢)ص  (  ٣ــــــــ  = 
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  :١٨٣كتاب ص) / ٣(مثال              دس   ١ــ  ٢س٢س ــ   ٣) ١س ــ ٤(

: جد قیمة التكامل الآتي                                                             :الحل  
 

  ــــــــــــــــــــــــــ دس 

   :الحل    ــــــــــــــــ= دس           ١ــ  ٢س٢س ــ = ص   نفرض

                                                         ٢ــ= ص                ١= س  عندما 

=                           ٤ــ = ص              ١ــ = س عندما 
 

     دس ) ١س ــ ٢(

    

  =
 
)١س ــ ٢) (ــــــ (  ـــــ=                        ـــــــــــــــــ     ص  ٣)  ١س ــ ٤ [        (  

  

  ٢)١ــ (  ٣ــــــــ  ــ  ٢)٢٧ــ (  ٣ــــــــ =        ) ) ٢ــ(ــ  )  ٤ــ( (ـــــــــ ]   = ــــــــــ  ص        = 

  

٤ (
 


 
=دس    ــــــــــــــــــــ

 
 ) ٦= ـــــــــ = ــــــــ ــ ــــــــ  =         دس )     ١+ س  

  

  :١٨٣كتاب ص) / ٥(تدریب                                    )        ]   ١+ س ( ـــــــ = 

  : جد قیمة كل تكامل مما یأتي                                                                     

  ) ١ــ  )  ٤( (ـــــــــ )  ) = ١(ــ )  ٤( (ـــــــ = 

                                                                     ١ (
 
ـــــــــــــــــــــــ    ٦=  دس  ٥)س٢ــ  ١( ٦[  

  :١٨٢كتاب ص) / ٤(تدریب 

      ٠) = ٧٢٩ــ  ٧٢٩(ـــــــ =  ) ٦)٣(ــ  ٦)٣ــ( (ــــــــ =                                       :جد قیمة كل تكامل مما یأتي 

١ () جـ + ـــــــــــــــــــــــــ  = دس  ن)ب+ أس                         

                                                                     ٢(
 
 دس) س٤ــ  ١(جا ١٢  

٢( جتا) جـ) + س٤ــ  ١(جتا ٣= جـ + ــــــــــــــــــــــــــــــــــ =        جـ+ ــــــــــــــــــــــــــــ  = دس ) ب+ أس  
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٢ 

 دص ١

٢س٣  

٢س٣  

 دص

١ 

٨ 

١ 

٨ 

١ 

٥ 

٠ 

٢ 

 دص

س٢  

س٢  

 دص

١ 

٥ 

١ــ  
٣  

١   
٣   

١   
٦   

١ــ  
٦  

  

  )ضع دائرة() ٢٠١٩(وزارة                                                 : خارجي/ مثال 

)١                     ١٢) = ٨(، ق ٣) = ١(إذا علمت أن ق
 
)دس   یساوي   ٢)ــ س ١ :  

  جـ) + ــ س ١(٢ ــ) جـ            ب) + ــ س ١(٢) أ                                     .دس  )٣س(ق ٢س٣ جد 

  جـ+  ٣)ــ س ١(ــــــ ) جـ        د+  ٣)ــ س ١(ــــــ ) ج                  ــــــــــــ = دس          ٣س= ص   نفرض

  

  :دس  یساوي ) ٣س ــ ٦(جتا) ٢                        ١= ص                ١= س  عندما 

  جـ       ) + ٢س ــ ٦(جا٦) جـ       ب) + ٢س ــ ٦(جتا ٦ــ ) أ                         ٨= ص                ٢= س  عندما 

  جـ) + ٢س ــ ٦(اــــــ ج )جـ        د) + ٢س ــ ٦(اــــــ ج )ج                                                                  

  = ٣                                ــــــــــ ) ص(ق ٢س٣(
 
دس  تساوي    ٥)٧+  ٣س( ٢س  

    )واجب(   :الحل                                                                   

  ٩=  ٣ــ  ١٢= ) ١(ــ ق) ٨(ق)   ]   = ص(ق= 

  

  : خارجي/ مثال 

   ٤ــ = دس )  س(ق  أن إذا علمت

  

  .دس ) ١+  ٢س(س ق٦ جد قیمة   

  

  ـــــــــــــ         = دس              ١+  ٢س= ص   نفرض

  ١=  ص               ٠= س  عندما 

  ٥= ص                ٢= س  عندما 

  

= ١٢=  ٤×  ٣=   ــــــــــ )  ص(س ق٦  
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س٢ــ  ١  

 دص
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٣)٢س ــ س(  
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٢س٦  
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٥  

٢س٦  

 دص

٥
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٧  
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٧  
٥  ٥

٧ 

 دص

س٢ــ  ٢س٣  

س٢ــ  ٢س٣  

١ــ  دص  

٢)س٦ــ  ٢س(  

٩س ــ ٣  

 دص

٦س ــ ٢  

 دص

)٣س ــ (٢   

٣
٢ 

١ــ ص  

١ــ  

)س٦ــ  ٢س(٢  

٣ــ   

٢  
٣  

٥  
٣  

ـــــــــــــــــــــــــ=  جـ + ــــــــــــــــــــــــ  = جـ +  

٥  
٣  

٤س ــ ٤  

 دص

 دص

)١س ــ (٤  

٦ص  

٦×  ٤  

٦)١+ س ٤ــ  ٢س٢(  

٢٤ 

  ١٨٤كتاب ص/الاسئلة 

  :١٨٤كتاب ص) / ١(السؤال 

)د                         اكتب التعویض المناسب لإیجاد قیمة 
 
 ـــــــــــــــــــــــــ دس=

 
)دس ٢ــ)س٦ــ  ٢س)(٩س ــ ٣  

    : كل تكامل من التكاملات الآتیة 

) أ
 
)ــــــــــــــــــــــ= دس               س ٦ــ  ٢س= نفرض ص                          دس  ٢)٢س ــ س) (س٢ــ  ١  

  ـــــــــــــــــ= دس           ٢س ــ س= ص   نفرض

   =
 
ــــــــــــــــــ ٢ــ )ص) (٣س ــ (٣    

=)جـ + ــــــــــــ × ــــــــ =                        ــــــــــــــــــــ  ٢)ص)(س٢ــ  ١  

  

  جـ + ـــــــــــــــــــــــــــ =                    جـ + ـــ ــــــــــــــــــ= جـ  + ــــــــــ = 

    

) ب
 

  :١٨٤كتاب ص) / ٢(السؤال                         دس  ٢)٢ــ  ٣س٢(  ٥  ٢س٦

  : جد قیمة كل من التكاملات الآتیة      ـــــــــــــــــــ= دس          ٢ــ  ٣س٢= ص   نفرض

 =
 
 أ                                 ـــــــــ× ص     ٢س٦ (

 
دس    ٢)٢س ــ ٣(  ٣= 

 
)دس   ) ٢س ــ ٣    

       

  )٢س ــ ٣(                  )٢س ــ ٣( ٣           جـ)   + ٢ــ  ٣س٢(ــــــــ = جـ  + ــــــــ ص   = 

   ٥                 ٥×  ٣  

) ب                دس) ٢ــ س ٣س(٢قا )٢س٣س ــ ٢( ) جـ
 
) دس ٥)١+ س ٤ــ  ٢س٢)(١س ـــ  

  ـــــــــــــــــــ= دس         ١+ س ٤ــ  ٢س٢= نفرض ص    ــــــــــــــــــــــ= دس          ٢ــ س ٣س= نفرض ص 

  

 = )ص(٢قا) ٢س٣س ــ ٢ (ــــــــــــــــــــــ                = ) جـ+ ــــــــــــــ =    ــــــــــــــــــ  ٥ص )١س ـــ  

  

  جـ + ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =              جـ ) + ٢ــ س ٣س(ــ ظا = جـ + ــ ظا ص = 
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 دص

٣س ــ ٢  

٢ــ ٣س ــ ٢   

١ــ  دص ١ــــ ص   

٢ــ ١ــ    

٢ــ  
٢ــ  

٢ــ ٢ــ   

١ ١ 

  

) جـ
 
ب                                   دس) ــ س ٢(٢قا ٢(

  
 صفر= دس  ٣)١ــ  ٣س( ٢س٣  

  جـ ) + ــ س ٢(ظا ٢ــ = 

  

)د
 
 ج                               دس) ١+  ٤س(جا ٣س٢  (

 
دس   ١ــ  ٢س  ٣س ٢=دس) ١ــ  ٢س(س ٢  

  ــــــــــــ         = دس            ١ ــ ٢س =نفرض ص            ـــــــــــــــ= دس           ١+  ٤س =نفرض ص 

  ١ــ = ص          ٠= عندما س                                                                   

= ٠= ص          ١= عندما س    جـ + ــ جتاص × ــــــــ = ــــــــــ ) ص(جا ٣س٢  

  

=                                جـ ) + ١+  ٤س(ـــــــــ جتا= 
 
ص( ٣=  ــــــــ  × س ص ٢[        (  

    

  ــــــــــ)  = ٠ــ  )   ١ــ ( (ـــــــ =                                 :١٨٤كتاب ص) / ٣(السؤال 

  : احسب قیمة كل من التكاملات الآتیة 

) أ
 
 د                                        دس   ١+ س ٤( 

 
  ـــــــــــــــــــــــــ  دس  

  

= )١+ س ٤  (دس                                        = )دس  ٢ــ )س٣ــ  ٢س) (س٢ــ  ٣  

  ـــــــــــــــــــــ= س          دس ٣ــ  ٢س =نفرض ص                                                                    

  ٢ــ = ص            ٢= عندما س                                      ٢)       ١+ س ٤( ٢     

  ٢ــ = ص            ١= عندما س                                      ٠            ٤×  ٣        

  

=                                     )  )١(ــ  )   ٩( (ــــــــ = 
 

  ]ـــــــــــ    = ــــــــــــــــــ )  ٢ــص) (س٢ــ  ٣(

  

  صفر = ــــــــ ــ ــــــــ  =                )١ــ  ٢٧(ــــــــ ) =  ١ــ )   ٢٣( (ــــــــ = 

  

  ـــــــــ = 
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 دص
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 دص
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٢٧ 

١ــ  

٢ 
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                                                : خارجي/ سؤال                                  :١٨٤كتاب ص) / ٤(السؤال  

                 ٤) = ٢(، ھـ   ٧) = ٥(إذا علمت أن ھـ                   ٦ــ ) = ٢٧(، ق ٥) = ٨ــ (إذا علمت أن ق

                                   :دس تساوي ) ١+  ٢س(س ھـ ٤ فإن قیمة                                    .  دس ) ٣س(ق ٢س٣ جد 

  ــــــــــــ                   = دس          ٣س= ص   نفرض

  ٣) ب                      ٣ــ) أ                                      

                          ٢٧= ص                ٣= س  عندما 

      ٦) د                     ٦ــ ) ج                          ٨ــ = ص               ٢ــ= س  عندما 

                                                                    

  = ــــــــــ                                 ) ص(ق ٢س٣  

                                            

  ١١ــ =  ٥ــ  ٦ــ) = ٨ــ (ــ ق) ٢٧(ق)   ]   = ص(ق= 

  

  :١٨٤كتاب ص) / ٥(السؤال 

   ٣= دس )  س(ق  أن إذا علمت

  

  .دس ) ١+  ٢س(س ق٨ جد قیمة   

  

  ـــــــــــــ         = دس              ١+  ٢س= ص   نفرض

  ٥= ص                ٢= س  عندما 

  ٢= ص                ١ــ= س  عندما 

  

= ١٢ــ =  ٣ــ ×  ٤= ــــــــــ )  ص(س ق٨   

  

  

  

....قم بواجبك ، وأكثر قلیلاً    

 وسیأتي المستقبل من تلقاء نفسھ

 

معاذ البشیشالأستاذ : محبكم   



 

 
٣٤ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   التكامل : الوحدة الرابعة    

  

    )تطبیقات ھندسیة(تطبیقات التكامل 

  للتفاضل  عملیة عكسیة، ولأن التكامل یعتبر )  س(ھو ق) س(ق= علم أن میل المماس لمنحنى ص ت# 

  فإنھ بالإمكان إیجاد قاعدة الاقتران الأصلي وذلك بإیجاد التكامل ومعرفة إحدى النقط التي 

  ) .جـ(یمر بھا المنحنى لإیجاد الثابت 

  

  )١(حل المثال/ تابع                                                    :خارجي / مثال 

  ٣) = ١ــ(حیث ق)  ٣،  ١ــ(لإیجاد جـ نستفید من النقطة           : یعطى بالعلاقة ) س(لمنحنى قإذا كان میل المماس 

  جـ+  ٢)١ــ(×  ٤ــ  ٣)١ــ) = (١ــ(ق               )٦،  ١(وكان المنحنى یمر بالنقطة ) ٢+  ٢س٦(

  ٨= جـ   جـ  +   ٤ــ  ١ــ  =   ٣                                         ) . س(فجد قاعدة الاقتران ق

  ٨+  ٢س٤ــ  ٣س  ) =س(ق فیكون                                                                  :  الحل 

  : ٨٦١كتاب ص) / ١(تدریب           ٢+  ٢س٦) = س(ق

  )٢،  ١ــ(ق ، علماً بأن منحناه یمر بالنقطة جد قاعدة الاقتران                                   دس ) ٢+  ٢س٦( ) =س(ق

  عند) س(ق= وأن میل المماس لمنحنى الاقتران ص                                    جـ + س ٢+  ٣س٢) = س(ق

  : یعطى بالقاعدة ) س ، ص(النقطة         ٦) = ١(حیث ق)  ٦،  ١(لإیجاد جـ نستفید من النقطة 

  . ١س ــ ٢) = س(ق                                جـ +  ١×  ٢+  ٣)١(٢) = ١(ق

  دس ) ١س ــ ٢( ) =س(ق                     ٢= جـ           جـ       +  ٢+   ٢=    ٦

 جـ + ــ س  ٢س) = س(ق                              ٢+ س ٢+  ٣س٢) = س(فیكون ق

 ٢) = ١ــ(حیث ق)  ٢،  ١ــ(لإیجاد جـ نستفید من النقطة                                       : ٦٨١كتاب ص) / ١(مثال 

  جـ) + ١ــ(ــ  ٢)١ــ) = (١ــ(ق          جد قاعدة الاقتران ق ، علماً بأن میل المماس لمنحناه 

  ٠= جـ                   جـ +  ١+  ١=       ٢                           : یعطى بالقاعدة ) س ، ص(عند النقطة 

  ــ س ٢س) = س(فیكون  ق     ) ٣،  ١ــ(س، وأن منحناه یمر بالنقطة ٨ ــ ٢س٣) = س(ق

                                                             : الحل 

                                            س٨ ــ ٢س٣) = س(ق

                       دس ) س٨ ــ ٢س٣( ) =س(ق

  جـ +  ٢س٤ــ  ٣س) = س(ق
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١٢٢ــ   

٣ 
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١٢٢  ١  

٣ 

٩ 

٤ 

٩ 

٤ 

٤ 

٩ 

س٢  

٨+  ٢س  ٣  

١ 
٣ 

١ 
٣ 

 دص

س٢  

  

 : ٨٨١كتاب ص) / ١(سؤال                                     : ١٨٦كتاب ص) / ٢(مثال 

 ) س(ق= إذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ص      ، علماً بأن میل المماس) س(ق=  جد قاعدة الاقتران ص

  ،) ٣س٩+ س ٢ــ  ٦(یساوي ) س ، ص(عند النقطة               : یعطى بالقاعدة ) س ، ص(لمنحناه عند النقطة 

  .  ٥) = ٠(فجد قاعدة الاقتران ق ، علماً بأن ق     تقع ) ١،  ٤ــ (، وأن النقطة   ٩+  ٢س   س  =ــــــــــ 

 :الحل                                       . على منحنى الاقتران ص 

 ٣س٩+ س ٢ــ  ٦) = س(ق          :الحل 

   ٩+  ٢س   س) =  س(ق

 دس )  ٣س٩+ س ٢ــ  ٦( ) =س(ق      )تكامل بالتعویض( دس    ٩+  ٢س   س = ) س(ق

 جـ +   ٤ـــــــ س+  ٢س ــ س٦) = س(ق               ــــــــــــ= دس                   ٩+  ٢س= ص 

  ٥) = ٠(لإیجاد جـ نستفید من ق                           س    ص    ــــــــــــ  ) = س(ق

 جـ+   ٤)٠(ـــــــ +  ٢)٠(ــ ) ٠(٦) = ٠(ق                                                                     

  ٥= جـ             جـ      +   ٠+   ٠ــ    ٠=    ٥                                         ص    دص  ) =  س(ق

 ٥+   ٤ـــــــ س+  ٢س ــ س٦) = س(ق                                                    

 جـ + ـــــــــــ  ص   ) = س(ق

   : ٨٨١كتاب ص) / ٢(سؤال   

 ، إذا كان میل المماس للمنحنى قاعدة الاقتران ق جد                                   جـ+   ٣ـــــــــ   ص) = س(ق

  :  یعطى بالقاعدة) س ، ص ( عند النقطة ) س(ق= ص                                                                      

 ، وكان منحنى الاقتران ق  ــــــــــــــــــــــــ) = س(ق                        جـ +  ٣)٩+  ٢س(ـــــــــ   )  = س(ق

 ١) = ٤ــ(حیث ق)  ١،  ٤ــ (لإیجاد جـ نستفید من النقطة 

   ) .  ٤،  ٠(یمر بالنقطة                    جـ+    ٣) ٩+  ٢)٤ــ(( ـــــــــ    ) = ٤ــ(ق

 :الحل          

 ) ٨+  ٢س (س ٢) = س(ق           ـــــــــــــ= جـ   جـ + ــــــــــــ =     ١

 

 دس)   ٨+  ٢س( س ٢ ) =  س(ق                   ــ ـــــــــــــ ٣)٩+  ٢س(ـــــــــ   )  = س(ق

  ـــــــــــ= دس             ٨+  ٢س= ص                                                                      
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٤ ٤ 
١١ 
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١١ 
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 )٢(سؤال الحل / تابع                

 : ٨٦١كتاب ص) / ٢(تدریب      جـ+ ــــــــ ص = ــــ  ــــــــ× س  ص  ٢ ) = س(ق

  ، علماً بأن میل المماس لمنحنى الاقتران ) ١٤(جد ق                                                                    

  :یعطى بالقاعدة ) س ، ص(عند النقطة ) س(ق= ص                            جـ )  + ٨+  ٢س(ــــــــ = ) س(ق 

  ) .٥،  ٠(، وأن منحناه یمر بالنقطة  ١س ــ ٢  ٣ ٦) = س(ق        ٤) = ٠(حیث ق) ٤،  ٠(النقطة لإیجاد جـ نستفید من 

 : الحل                                                                     

   ) ١س ــ ٢( ٦=  )س(ق                              جـ)  +  ٨+  ٠( ـــــــ ) =  ٠(ق

   دس   ) ١س ــ ٢( ٦ ) = س(ق                                                                    

  جـ)    +  ٣٢( ــــــــ  =     ٤

 ) ١س ــ ٢( ٦×  ٣                                                                                   

 ٢×    ٤                                                        جـ+   ٤× ــــــــ =    ٤

 ٢ــ =  ٦ــ  ٤= جـ             جـ +    ٦=    ٤

  جـ )  + ١س ــ ٢(ــــــــ ) = س(ق                                                                     

 ٢ــ )  ٨+  ٢س(ــــــــ ) = س(فیكون  ق

         ٥) = ٠(حیث ق) ٥،  ٠(لإیجاد جـ نستفید من النقطة                                      : ٨٨١كتاب ص) / ٤(سؤال 

  إذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ل عند

  جـ           +    ٤)١ــ (   ٣ـــــــــ  ) =  ٠(ق                            : یعطى بالقاعدة ) س ، ص(النقطة  

  ،، فجد قاعدة الاقتران ل ) س٣ــ  ٤(س ٢) = س(ل

 ــــــــــ= جـ              جـ +   ١× ـــــــــ =    ٥                          ) . ٣،  ٠( علماً بأن منحناه یمر بالنقطة 

 : الحل 

 ــــــــ)  + ١س ــ ٢(ــــــــــ ) = س(ق                    ٢س٦س ــ ٨) = س٣ــ  ٤(س ٢) = س(ل

 دس  ٢س٦س ــ ٨  ) =س(ل

 ـــــــــ)  + ٣٣(ــــــــ = ــــــــ )    + ٢٧( ــــــــ = ) ١٤(ق                                 جـ +  ٣س٢ــ  ٢س٤) =  س(ل

  ٣) = ٠(حیث ل) ٣،  ٠(لإیجاد جـ نستفید من النقطة 

 ١٨٥= ــــــــــــ = ــــــــ +  ٨١× ـــــــــ =                         ٣= جـ              جـ +  ٠ــ  ٠) = ٠(ل

   ٣+  ٣س٢ــ  ٢س٤) =  س(ل
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٥)٤+ س ٥(×  ٢٥  

٥×  ٥  

س٥ــ  ٢س٢  

 س

٢)١+ س (  

١ 

١ 
٢ 

  

   :) ٢٠٢٠(وزارة              : ٨٨١كتاب ص ) /٣(سؤال 

  ) س(ق= إذا میل المماس لمنحنى الاقتران ص                        ، علماً بأن میل المماس للمنحنى ) ١(جد قیمة ق

  وكان ) ١+ س ٤(یساوي ) س ، ص(عند النقطة                          :یساوي ) س ، ص(عند النقطة ) س(ق= ص 

 ) ٤،  ٠(منحنى الاقتران ق یمر بالنقطة    ) .٧،  ١ــ(، وأن منحنى الاقتران ق یمر بالنقطة  ٤)٤+ س ٥(٢٥

  :تساوي )  ١ــ ( ق فإن قیمة                                                                       :الحل 

 ٧) د             ٥) ج            ٤) ب            ٣ )أ                                                ٤)٤+ س ٥(٢٥) = س(ق

 دس ٤)٤+ س ٥(٢٥ ) =س(ق

  :) ١٩٢٠(وزارة                                جـ + ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ) = س(ق

 )س(ق= إذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ص                                           جـ +  ٥) ٤+ س ٥) = (س(ق

      ١ــ  ≠یساوي ـــــــــــــــــ ، س ) س ، ص(عند النقطة             ٧) = ١ــ (حیث ق) ٧،  ١ــ(لإیجاد جـ نستفید من النقطة 

 جـ +  ٥) ٤) + ١ــ(× ٥) = (١ــ (ق

 فجد قاعدة الاقتران ق ، علماً بأن منحناه یمر بالنقطة                                   ٨= جـ               جـ + ١ــ =   ٧  

 )  . ، ـــــــ  ١(                                            ٨+  ٥) ٤+ س ٥) = (س(ق

                               ٨+  ٥)٩= ( ٨+  ٥) ٤+ س ٥) = (١(ق

 )واجب(    :الحل                                              : ٨٨١كتاب ص) / ٥(سؤال 

  إذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ھـ یعطى بالقاعدة 

  ، ) ٢(، فجد ھـ  ٠ ≠ــــــــــــــــــــــــ  س ) = س(ھـ 

 ) . ٥،  ١ــ ( علماً بأن منحنى الاقتران ھـ یمر بالنقطة 

 :الحل 

  ٥س ــ ٢) = س(ھـ 

 جـ + س ٥ــ  ٢س= دس    ٥س ــ ٢ ) =س(ھـ 

 ٥) = ١ــ (حیث ھـ ) ٥،  ١ــ(لإیجاد جـ نستفید من النقطة 

 ١ــ = جـ                جـ +   ٥+  ١) = ١ــ (ھـ 

 ١س ــ ٥ــ  ٢س) = = س(ھـ 

 ٧ــ =  ١ــ  ١٠ــ  ٤) = ٢(ھـ 
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  )تطبیقات فیزیائیة(تطبیقات التكامل 

  )ت= ع ( التسارع = وأن مشتقة السرعة ) ع = ف ( السرعة = تعلم أن مشتقة المسافة # 

  ولأن التكامل عملیة عكسیة للتفاضل لذلك فإن 

  ن(ف= دن ) ن(ع(        ًأیضا ت)ن(ع= دن ) ن(  

  

 ١) = ٠(ف:  لإیجاد جـ                                                  :خارجي / مثال 

 جـ  + ن ٣+  ٢ن٤+  ٣ن=   ١             ٥+ ن ٢) = ن(یتحرك جسیم بحیث أن سرعتھ ع

  جـ+  ٠×  ٣+  ٢)٠(٤+  ٣)٠= (   ١            ثواني علماً بأن  ٤جد المسافة المقطوعة بعد مرور 

 جـ =   ١                                                        . ٣) = ٠(ف

 ١+ ن ٣+  ٢ن٤+  ٣ن) = ن(ف                                                            : الحل 

 ٣) + ٢(× ٣+  ٢)٢(٤+  ٣)٢) = (٢(ف                   دن) ٥+ ن ٢( =دن ) ن(ع ) =ن(ف

 ٣٣=  ٣+  ٦+  ١٦+  ٨) =  ٢(ف                               جـ + ن ٥+  ٢ن) = ن(ف       

  ٣) = ٠(ف:  لإیجاد جـ 

 :خارجي / مثال                                 جـ+  ٠×  ٥+  ٢)٠) = (٠(ف

       ٤+ ن ٦) = ن(تیتحرك جسیم بحیث أن تسارعھ                                         جـ =      ٣   

 علماً بأن  وانيث ٣ جد المسافة المقطوعة بعد مرور                               ٣+ ن ٥+  ٢ن) = ن(ومنھ     ف

 . ٥) = ٠(، ف ٤) = ٠(ع                                 ٣+  ٤×  ٥+  ٢)٤) = (٤(ف

 :الحل                               ٣٩=  ٣+  ٢٠+   ١٦=         

 جـ+ ن ٤+  ٢ن٣= دن ) ٤+ ن ٦( =دن ) ن(ت ) =ن(ع                                                 :خارجي / مثال 

  ٤) = ٠(ع:  لإیجاد جـ     ٣+ ن ٨+  ٢ن٣) = ن(یتحرك جسیم بحیث أن سرعتھ ع

  ٤= جـ            جـ +  ٠+  ٠=   ٤                           جد المسافة المقطوعة بعد مرور ثانیتین علماً بأن 

  ٤+ ن ٤+  ٢ن٣) =  ن(ع                                                          . ١) = ٠(ف

 دن) ٤+ ن ٤+  ٢ن٣( =دن ) ن(ع ) =ن(ف                                                            :الحل 

 جـ+ ن ٤+  ٢ن٢+  ٣ن) = ن(ف              دن) ٣+ ن ٨+  ٢ن٣( =دن ) ن(ع ) =ن(ف

  جـ  + ن ٣+  ٢ن٤+  ٣ن) = ن(ف
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٦)١ +ن ٢(١٢  

٦×  ٢  

  

  :الحل / تابع                                           : مثال خارجي/ تابع

 جـ +  ٣)١+ ن ) = (ن(ف                                      ٥) = ٠(ف:  لإیجاد جـ 

  ١) = ٠(ف:  لإیجاد جـ            ٥= جـ               جـ+  ٠+  ٠+  ٠=  ٥    

 ٠= جـ             جـ +  ٣)١+  ٠= ( ١                            ٥+ ن ٤+  ٢ن٢+  ٣ن) = ن(ف

 ٣)١+ ن ) = (ن(ف                 ٥) + ٣(×  ٤+  ٢)٣(٢+  ٣)٣) = (٣(ف

 ٢٧=   ٣)١+  ٢) = (٢(ف                      ٦٢=  ٥+  ١٢+  ١٨+  ٢٧=         

 :خارجي / مثال 

  :خارجي / مثال       ٥)١+ ن ٢(١٢) = ن(إذا كانت سرعة جسیم ھي ع

  فإذا كان  ٢ث/م ١٢) = ن(یتحرك جسیم بحیث أن تسارعھ ت                 فجد المسافة المقطوعة  ٨) = ٠(وكان ف

 : فجد  ١٥) = ٠(، ف ٤) = ٠(ع                                    .بعد مرور ثانیة واحدة  

 .سرعة الجسم في اللحظة ن ) ١                                                       : الحل 

 جـ + ن ١٢= دن  ١٢ ) = ن(ع           ١٢) = ن(ت         دن ٥)١+ ن ٢(١٢  =دن ) ن(ع ) =ن(ف

                                                                              ٤= جـ            جـ +  ٠=  ٤              ٤= ) ٠(ع                                   جـ+ ــــــــــــــــــــــــــــ =  

   ٤+ ن ١٢) = ن(ومنھ ع                                   جـ +  ٦)١+ ن ٢) = (ن(ف

 .ثواني  ٣سرعة الجسم بعد مرور ) ٢                                    ٨) = ٠(ف:  لإیجاد جـ 

  ٤٠=  ٤+  ٣×  ١٢) = ٣(ع                           جـ +  ٢)١+  ٠= (  ٨

 ٨= جـ  

 .المسافة المقطوعة بعد مرور ن ثانیة ) ٣                                 ٨+  ٦)١+ ن ٢) = (ن(ف

        دن) ٤+ ن ١٢( = دن ) ن(ع ) = ن(ف                                 ٨+  ٦)١) + ١(٢) = (١(ف

 جـ+ ن ٤+  ٢ن٦) = ن(ف                                        ٧٣٦=  ٧+  ٧٢٩=         

        ٥= جـ         جـ +   ٠+  ٠=  ٥           ٥) = ٠(ف                                              :خارجي / مثال 

  ٥+ ن ٤+  ٢ن٦) =  ن(ف           ٢)١+ ن (٣) = ن(یتحرك جسیم بحیث أن سرعتھ ع

          جد المسافة المقطوعة بعد مرور ثانیتین علماً بأن 

.                                                   ثواني  ٢المسافة المقطوعة بعد مرور ) ٤                                                   ١) = ٠(ف

 ٥+  ٢×  ٤+  ٤×  ٦) = ٢(ف                                                         :الحل 

   ٣٧=  ٥+  ٨+  ٢٤=                      دن ٢)١+ ن (٣  =دن ) ن(ع ) =ن(ف
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٢)ن٢ــ  ١(×  ٦  

٣×  ٢ــ   

 

 یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث إن سرعتھ  )٢                                       : ٨٩١كتاب ص) / ١(مثال 

  : ثانیة من بدء الحركة تعطى بالعلاقة ) ن(بعد مرور          لى خط مستقیم بحیث انطلق من الموقعجسیم عیتحرك 

  جد موقعھ . ث /م ٢)ن٢ــ ١(٦) = ن(ع           إذا كانت سرعتھ بعد مرور . م  ٤) = ٠(الابتدائي ف

  بعد مرور ثانیة واحدة من بدء الحركة ،       ث ،/م) ٢ن٦+ ن ٢ــ  ٦( ) =ن(ع: ن ثانیة تعطى بالعلاقة 

  .م  ٥) = ٠(علماً بأن موقعھ الابتدائي ف               .بعد مرور ثلاث ثوانٍ من بدء الحركة  فجد موقعھ

 :  الحل                                                               : الحل 

   دن ٢)ن٢ــ ١(٦=دن ) ن(ع ) =ن(ف            دن)  ٢ن٦+ ن ٢ــ  ٦( =دن ) ن(ع ) =ن(ف

  جـ +  ٣ن٢+  ٢ن ــ ن٦) = ن(ف

 جـ +  ٣)ن٢ــ  ١(ــ = جـ + ـــــــــــــــــــــــــــــ =                  ٤= ومنھ    جـ    ،    ٤) = ٠(ف: لإیجاد جـ  

   ٤+  ٣ن٢+  ٢ن ــ ن٦) = ن(ف

   ٥) = ٠(ف: لإیجاد جـ                           ٤+  ٣)٣(٢+  ٢)٣(ــ ) ٣(×  ٦) = ن(ف

 ٦=  ١+  ٥= جـ               ٥= جـ +  ١×  ١ــ                                ٦٧=  ٤+  ٥٤+  ٩ــ  ١٨=         

 ٦+  ٣)ن٢ــ  ١(ــ ) = ن(ف    م ٦٧ = موقع الجسیم بعد مرور ثلاث ثوانٍ من بدء الحركة

  ٧=  ٦+  ١=  ٦+   ١ــ ×  ١ــ) = ١(ف                                     : ٠١٩كتاب ص) / ١(تدریب 

  : ١٩٠كتاب ص) / ٢(مثال             یتحرك جسیم على خط مستقیم ، وتعطى سرعتھ ) ١

  تتحرك نقطة مادیة على خط مستقیم بحیث إن تسارعھا                     ، حیث ث /م) ٥ن ــ ٢) = (ن(ع: بالعلاقة 

  :ثانیة من انطلاقھا یعطى بالعلاقة بعد مرور ن     جد موقع الجسیم بعد ثانیتین من بدء ،. الزمن بالثواني : ن 

                        الابتدائي  إذا علمت أن موقعھا.  ٢ث/م) ٦ن ــ ١٢) = (ن(ت                        .م  ٣) = ٠(علماً بأن موقعھ الابتدائي ف

 :ث ، فجد /م ٣)= ٠(أن سرعتھا الابتدائیة عم ، و ٢) = ٠(ف                                                             : الحل 

 .سرعة النقطة المادیة بعد مرور ثانیتین من انطلاقھا ) ١                      دن) ٥ن ــ ٢( =دن ) ن(ع ) =ن(ف

 .النقطة المادیة بعد مرور ثلاث ثوانٍ من انطلاقھا  موقع) ٢                                         جـ+ ن ٥ــ  ٢ن) = ن(ف

 :            الحل                  ٣= ،  ومنھ    جـ      ٣) = ٠(ف: لإیجاد جـ  

 دن) ٦ن ــ ١٢( =دن ) ن(ت ) = ن(ع) ١                                          ٣+ ن ٥ــ  ٢ن) = ن(ف

 جـ+ ن ٦ــ  ٢ن٦) = ن(ع                                    ٣) + ٢(×  ٥ــ  ٢)٢) = (٢(ف

 ٣) = ٠(ع : لإیجاد جـ                                        ٣ــ =  ٣+  ١٠ــ  ٤=         

  ٣= جـ            جـ +  ٠ــ  ٠=  ٣                                                                          
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)١ن ــ ٢(جا١٢  

٢ 

 

 دن) ٥+ ن  ١٢ــ ( =دن ) ن(ع ) =ن(ف) ٢                                                     : الحل/ تابع 

 جـ  + ن ٥+  ٢ن٦ــ ) = ن(ف                                          ٣+ ن ٦ــ  ٢ن٦) = ن(ع

 ٣) = ٠(ف:  لإیجاد جـ                              ٣) + ٢(×٦ــ  ٢)٢(٦) = ٢(ومنھ ع

 ٣= جـ                جـ +  ٠+  ٠=  ٣                       ث/م ١٥=  ٣+  ١٢ــ  ٢٤=               

   ٣+ ن ٥+  ٢ن٦ــ ) = ن(ف                               

 ٣) + ٣(×  ٥+  ٢)٣(٦ــ ) = ٣(ف        دن) ٣+ ن ٦ــ  ٢ن٦( =دن ) ن(ع ) =ن(ف) ٢

 ٣٦ــ =  ٣+  ١٥+  ٥٤ــ =                                     جـ  +ن ٣ +  ٢ن٣ــ  ٣ن٢) = ن(ف

 ٢) = ٠(ف:  لإیجاد جـ  

  ١٩٢كتاب ص/ الأسئلة           ٢= جـ                جـ +  ٠ــ  ٠=  ٢

     : ١٩٢كتاب ص) / ١(السؤال                           جـ + ن ٣+   ٢ن٣ــ  ٣ن٢) = ن(ف

 یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث إن سرعتھ                   ٢+  ٣×٣+   ٢)٣(×٣ــ  ٣)٣(×٢) = ٣(ف

 : بعد مرور ن ثانیة من بدء حركتھ تعطى بالعلاقة                        م ٣٨=  ٢+  ٩+  ٢٧ــ   ٥٤=         

 جد القاعدة التي . ث /م)) ١ن ــ ٢(جتا١٢) = (ن(ع                                  : ١٩٠كتاب ص) / ٢(تدریب 

  .تمثل موقع الجسیم بعد مرور ن ثانیة من بدء الحركة       یتحرك جسیم على حط مستقیم ، وبتسارع ثابت مقداره 

  : الحل            إذا كانت سرعتھ الابتدائیة .  ٢ث/م ١٢ــ ) = ن(ت

 دن) ١ن ــ ٢(جتا١٢ =دن ) ن(ع ) =ن(ف   :م ، فجد  ٣) = ٠(فث ، وموقعھ الابتدائي /م ٥) = ٠(ع

  جـ) + ١ن ــ ٢(جا٦= جـ + ـــــــــــــــــــــــــ ) = ن(ف     .سرعة الجسیم بعد مرور أربع ثوانٍ من بدء الحركة ) ١

  .موقع الجسیم بعد مرور ثلاث ثوانٍ من بدء الحركة ) ٢

     : ١٩٢كتاب ص) / ٢(السؤال                                                             :الحل 

 تتحرك نقطة مادیة على خط مستقیم بحیث إن سرعتھا                   دن) ١٢ــ ( =دن ) ن(ت ) = ن(ع) ١

 : بعد مرور ن ثانیة من بدء حركتھا تعطى بالعلاقة                                          جـ + ن  ١٢ــ ) = ن(ع

 جد موقع النقطة المادیة. ث /م) ٨+ ن ٤) = (ن(ع                                        ٥) = ٠(ع:  لإیجاد جـ  

 بعد مرور أربع ثوانٍ من بدء حركتھا ، علمًا بأن                                ٥= جـ             جـ +  ٠=   ٥

 .م  ٢) = ٠(موقعھا الابتدائي ف                                           ٥+ ن  ١٢ــ ) = ن(ع

  ٤٣ــ =  ٥+  ٤٨ــ =  ٥+  ٤×  ١٢ــ ) = ٤(ع
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٤)ن٢ــ  ١(×  ٤٨  

٤×  ٢ــ   

٥)ن٢ــ  ١(×  ٦ــ   

٥×  ٢ــ  

٣ 
٥ 

٣ 
٥ 

٣ 
٥ 

١٢ 
٥  

٣ 
٥ 

١٢ 
٥  

١٢ 
٥  

٣ 
٥ 

٣ 
٥ 

١٢ 
٥  

٧٢٩ــ   ١٢ 
٥  ٥ 

٧١٧ــ   
٥   

٦٣٧ــ   
٥   

 

 دن ) ٨+  ٤)ن٢ــ  ١(٦ــ ( =دن ) ن(ع ) =ن(ف) ب                                                     )٢(سؤال/ حل 

 جـ+ ن ٨+ ـــــــــــــــــــــــــــــــــ =                         دن) ٨+ ن ٤( =دن ) ن(ع ) =ن(ف

 جـ+ ن ٨+  ٢ن٢) = ن(ف

 جـ+ ن ٨+  ٥)ن٢ــ  ١(ــــــــ =                                              ٢) = ٠(ف:  لإیجاد جـ 

   ٣) = ٠(ف:  لإیجاد جـ                              ٢= جـ             جـ  +  ٠+  ٠=  ٢ 

 ــ ـــــــــ ٣= جـ               ٣= جـ  + ٠+ ـــــــ                                             ٢+ ن ٨+  ٢ن٢) = ن(ف

 ٢) + ٤(×  ٨+  ٢)٤(×  ٢) = ٤(ف

 ــــــــــ = جـ                                                  ٦٦=  ٢+  ٣٢+  ٣٢) =  ٤(ف

     : ١٩٢كتاب ص) / ٣(السؤال 

  ـــــــــ+ ن ٨+  ٥)ن٢ــ  ١(ــــــــ ) = ن(ف        إذا كان تسارع جسیم یسیر على خط مستقیم بعد مرور 

  :ن ثانیة من بدء الحركة یعطى بالعلاقة 

  ـــــــــ+  ٢×  ٨+  ٥)٣ــ(ــــــــ ) = ٢(ف       ، وكان موقعھ الابتدائي  ٢ث/م ٣)ن٢ــ  ١(٤٨) = ن(ت

  : ث ، فجد /م ٢) = ٠(م ، وسرعتھ الابتدائیة ع ٣) = ٠(ف

  ـــــــــ+  ١٦+  ٢٤٣ــ × ـــــــــ =              .سرعة الجسیم بعد مرور ثانیة واحدة من بدء الحركة ) أ

 .موقع الجسیم بعد مرور ثانیتین من بدء الحركة ) ب

 ـــــــــ+  ١٦+ ـــــــــــــــ =                                                                     :الحل 

      دن  ٣)ن٢ــ  ١(٤٨ =دن ) ن(ت ) = ن(ع) أ

 ـــــــــــــــ=  ١٦+ ـــــــــــــ =                                                                            

  جـ+  ٤)ن٢ــ  ١(٦ــ = جـ + ــ ـــــــــــــــــــــــــــــــ= 

                                     : ١٩٢كتاب ص) / ٤(السؤال                                                                       

 یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث إن سرعتھ بعد                                            ٢) = ٠(ع:  لإیجاد جـ 

 : مرور ن ثانیة من بدء الحركة تعطى بالقاعدة                   ٨= جـ              ٢= جـ +  ٤)٠ــ  ١(  ٦ــ 

 : ث ، جد /م) ١+ ن ٤)(١ن ــ ٣) = (ن(ع                                    ٨+  ٤)ن٢ــ  ١(٦ــ ) = ن(ع

  ن ثانیة  القاعدة التي تمثل موقع الجسیم بعد مرور) أ                 ٢=  ٨+  ٦ــ =  ٨+  ٤)٢ــ  ١(٦ــ ) = ١(ع

  . من بدء الحركة                                                                       
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٢ن  
٢  

٢ن  
٢  

  

  ثوانٍ من  ٤ما موقع النقطة المادیة بعد مرور ) ٢(           موقع الجسم بعد مرور ثانیتین من بدء الحركة ، ) ب

 بدء الحركة ؟                             .م  ٧) = ٠(علمًا بأن موقعھ الابتدائي ف

 م  ٤٠) م                      ب ٤٣) أ                                                                : الحل 

  م  ١٩) م                      د ٢٤) ج                                 ) ١+ ن ٤) (١ن ــ ٣) = (ن(ع) أ

   ١ن ــ ٤ن ــ ٣+  ٢ن١٢) = ن(ع   

 : ٢٠٢٠وزارة / إجابة سؤال                                     ١ــ ن ــ  ٢ن١٢) = ن(ع   

 

  دن ) ١ــ ن ــ  ٢ن١٢( =دن ) ن(ع ) =ن(ف

  جـ  + ــ ـــــــــ ــ ن  ٣ن٤) = ن(ف 

  

 ٧) = ٠(ف: لإیجاد جـ ) ب

 ٧= جـ               ٧ = جـ +  ٠ــ  ٠ــ  ٠  

   ٧+ ــ ـــــــــ ــ ن  ٣ن٤) = ن(ف 

  ٣٥=  ٧+  ٢ــ  ٢ــ  ٨×  ٤) = ٢(ف

  

 : )٢٠٢٠(وزارة / سؤال 

  تتحرك نقطة مادیة على خط مستقیم بحیث أن تسارعھا 

  :بعد مرور ن ثانیة من بدء الحركة یعطى بالعلاقة 

 ، إذا علمت أن سرعتھا الابتدائیة  ٢ث/م) ٥ن ـ ٦) = (ن(ت

  م ،  ٣) = ٠(ث ، وموقعھا الابتدائي ف/م ٤) = ٠(ع

  :الآتیتین ) ٢(، ) ١(أجب عن الفقرتین 

 

 ما سرعة النقطة المادیة بعد مرور ثانیتین من انطلاقھا ؟) ١(

  ث    /م ٦) ث                   ب/م ٢) أ

 ث/م ١٨) ث                د/م ١٤) ج

  

  

  )٢(  )١(  الفقرة
  أ  ب  الإجابة

الذي  بأحلامك ، واقتل جُزئكتمسك 
یخبرك بأنك لا تستطیع الوصول لما 

  ^ــ ^ ...   ترید

معاذ البشیش : محبكم الأستاذ   
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 أ

 أ

 أ

 أ

 أ

 أ

 ب

 ب

 ب

 ب

 ب ب

 جـ أ

 جـ

 جـ ب

 

 

 

 جـ

  

    )المساحة(تطبیقات التكامل 

  : أحد التطبیقات على التكامل ھو إیجاد المساحة المحصورة ، حیث # 

  

  واقعاً فوق محور السینات فإن ) س(إذا كان ق) ١

 دس  یكون ) س(ق ً   .  موجبا

   المساحة المحصورة= دس  ) س(ق ویكون 

    

  

  واقعاً تحت محور السینات فإن) س(إذا كان ق) ٢

 سالباً دس  یكون ) س(ق .  

   المساحة المحصورة= دس    ) س(ق ویكون     

  

  

  ]أ ، ب [ یقطع محور السینات في ) س(إذا كان ق) ٣

  جـ ،= عند س 

  ،] أ ، جـ [  واقعاُ تحت محور السینات في) س(قحیث 

  : فإن ]   ب، جـ [ واقعاُ  فوق محور السینات في ) س(أیضاً ق

    

 س(ق (  دس  = ــ  ق)س (  دس + ق)دس  ) س  

  

  دس  ) س(ق +  دس    ) س(ق    =  المساحة المحصورة
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١ 

٤ 
٢س٢  

٢    
١ 

٤ 

٢ 

١ــ ١ــ   

٢ 

١ 

٤ 
٣س  
٣  

١ 

٤ 

٦٤ 
٣  

١  
٣  

٦٣ 
٣  

٣س  
٠  ٣ 

٣ 
٣ 

٠ 
٢٧ 
٣  

  

                    :خارجي /  مثال                                    : ١٩٥كتاب ص) / ١(مثال 

  بین منحنى الاقتران جد مساحة المنطقة المحصورة           الاقترانجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى 

  :ومحور السینات والمستقیمین  ٣+  ٢س) = س(ق      :، ومحور السینات ، والمستقیمین  ٤+ س ٢) = س(ق

  . ٤= ،  س   ١= س                                            . ٤= ،  س   ١= س 

  : الحل                                                              :الحل 

  ٠) = س(ق        محور السینات نضع ) س(لمعرفة متى یقطع المنحنى ق

  ٣ــ  =  ٢س              ٠=  ٣+  ٢س                                              ٠) = س(ق          

  لا یقطع محور السینات  ) س(لا یوجد لھا حل          ق   ٢ــ = س            ٤ــ = س ٢           ٠=   ٤+ س ٢

  :لذلك فإن            :، لذلك فإن  وھذه القیمة لا تقع ضمن الفترة المطلوبة 

      )٤+  س٢ ( س  ٤+ ـــــــــــ = دس  [               )س   ٣+ ـــــــــ = دس ) ٣+  ٢س [  

  ٢٧=  ٥ــ  ٣٢) = ١+  ٤(ــ ) ١٦+  ١٦= (

  ) ٣+ ــــــــــ ( ــ )  ١٢+ ـــــــــ = (                 وحدة مربعة   ٢٧= ومنھ  فإن   المساحة 

  : ١٩٥كتاب ص) / ٢(مثال 

    ٣٠=  ٩+  ٢١=  ٩+ ــــــــ =            جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران 

  وحدة مربعة   ٣٠= ومنھ  فإن   المساحة             ، ومحور السینات ، ١٢ــ  ٢س٣) = س(ق= ص 

                    :خارجي /  مثال      . ٢= ، س  ١ــ = س : والمستقیمین 

  مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران جد                                                             :الحل 

  :   ومحور السینات ، والمستقیمین   ١٦ــ  ٢س) = س(ق     محور السینات نضع ) س(لمعرفة متى یقطع المنحنى ق

  .  ٣= ، س   ٠= س                                              ٠) = س(ق          

   :الحل                    ٢،   ٢ــ = س             ٠=  ١٢ــ  ٢س٣

  ] ٣،  ٠[   ∈ ٤ ∓= س               ٠=   ١٦ــ  ٢س        لا تقع ضمن الفترة المطلوبة ٢ــ = قیمة س  حیث أن

  : لذلك فإن         :لذلك فإن 

 )١٢ــ  ٢س٣ ( س  ١٢ــ  ٣س=  دس [                   )س  ١٦ــــــــ ــ = دس ) ١٦ــ  ٢س [  

  ٣٩ــ =   ٤٨ــ  ٩)  =  ٠(ــ ) ٤٨ـــــــ ــ =  (                                                                     

  ٢٧ــ )) = ١٢ــ (ــ  ١ــ (ــ ) ٢٤ــ  ٨= (

  وحدة مربعة    ٣٩=     ٣٩ــ =   ومنھ  فإن   المساحة     وحدة مربعة    ٢٧=     ٢٧ــ =   مساحة ومنھ  فإن   ال
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١ 

٢ 
٣س  
١  ٣ 

٢ 

٨ 
٣ 

١ 
٣ 

٢ــ   
٣  

٣س  
٣  

٤ 

٢ ٢ 

٤ 

٨ 
٣ 

٦٤ 
 ٣  

٢٠ 
٣  

٢ــ   
٣  

٢  
٣  

٢٠ 
٣  

٢٠ 
٣  

٢  
٣  

٢٢ 
٣  

١ 

٣ 
٣ 

١ 

٣ ٣ 

٦ 
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                    :خارجي /  مثال                                 : ٦١٩كتاب ص) / ٣(مثال 

  جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران        جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران

  ، ومحور السینات  ٦س ــ ٢) = س(ق= ص           س ، ومحور السینات ٢ــ  ٢س) = س(ق= ص 

  ] . ٦،  ١[ على الفترة                                       ] . ٤،  ١[ على الفترة 

  :  الحل                                                     : الحل 

  ٣= س             ٦= س ٢      ٠=  ٦س ــ ٢        ٠= س ٢ــ  ٢س

  تقع ضمن الفترة المطلوبة  ٣= نلاحظ أن قیمة س              ٢= ، س  ٠= س            ٠) = ٢س ــ (س

  :لذلك نقوم بتجزئة التكامل        تقع ضمن الفترة المطلوبة  ٢= نلاحظ أن قیمة س 

  : لذلك نقوم بتجزئة التكامل 

  ] س   ٦ــ  ٢س= دس ) ٦س ــ ٢( : أولاً         ]     ٢ـــــــــ ــ س= دس ) س٢ــ  ٢س( : أولاً 

  

     ٤ــ =  ٥+  ٩ــ ) = ٦ــ  ١(ــ ) ١٨ــ  ٩= (        ــــــــــ) =  ١ـــــــ ــ  ( ــ )  ٤ـــــــ ــ = (        

  

  وحدة مربعة   ٤=     ٤ــ =    ١م               وحدة مربعة       ـــــــــــ=   ــــــــــ    = ١م

  

  ]س   ٦ــ  ٢س=  دس ) ٦س ــ ٢( : ثانیاً         ]     ٢ـــــــــ ــ س= دس ) س٢ــ  ٢س( : ثانیاً 

  

  ٩=  ٩+  ٠) = ١٨ــ  ٩(ــ ) ٣٦ــ  ٣٦= (          ــــــــــ) =  ٤ــــــــ ــ  ( ــ )  ١٦ـــــــــ ــ = (       

  

  وحدة مربعة  ٩=  ٢م                                    وحدة مربعة  ــــــــــ   = ٢م

  

   ٢م+     ١م  =المساحة المطلوبة                            ٢م+     ١م   =المساحة المطلوبة 

  

    ١٣=   ٩+  ٤=                 ـــــــــــ  وحدة مربعة= ـــــــــــ + ـــــــــــ =         
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٢ ٢ 

١ــ ١ــ   

٥ 
٢ 

٢ــ  

٢ 

٢ــ  

٢ 

٢ــ  

٤ــ ٤ــ   

٢ــ  

٠ ٠ 

٢ ٢ 

١ ١ 

٢ ٢ 

  

                       : ١٩٨كتاب ص) / ١(تدریب                                   : ٢٠٠كتاب ص) / ١( سؤال

          المحصورة بین منحنى الاقتران المغلقة جد مساحة المنطقة   المحصورة بین منحنى الاقتران المغلقة جد مساحة المنطقة

        على الفترة المحددة  ، ومحور السینات)  س(ق= ص     المحددین، ومحور السینات والمستقیمین )  س(ق= ص 

           :في كل مما یأتي      :                                           في كل مما یأتي 

  ] ٢،  ١[ ،          س٤ــ  ١٢) = س(ق) ١        ٢= ،  س   ١ــ = ،    س           ١٢) = س(ق) أ

  : الحل     :الحل 

 ٣= س                 ٠= س ٤ــ  ١٢         ٣٦) = ١٢ــ (ــ  ٢٤]    = س   ١٢= دس  ١٢  

تقع ضمن الفترة المطلوبة                                                                   لا   ٣= نلاحظ أن قیمة س                      وحدة مربعة    ٣٦= ومنھ فإن   المساحة 

  :فإن  لذلك       ٢= ، س   ٢ــ= س        ،  س ٢ــ  ٥) = س(ق) ب

  ]   ٢س٢س ــ ١٢= دس  س ٤ــ  ١٢                                                              : الحل 

         ٢,٥=  ــــــــــ  = س                ٠= س ٢ــ  ٥

  ٦=  ١٠ــ  ١٦) = ٢ ــ ١٢(ــ ) ٨ ــ ٢٤(         :وھذه القیمة لا تقع ضمن الفترة المطلوبة  ، لذلك فإن 

 )وحدة مربعة  ٦  =المساحة المطلوبة                         ]     ٢س ــ س٥=  دس ) س٢ــ  ٥  

  

  ] ٢،  ٠[ س      ،  ١٢ــ  ٢س٣) = س(ق) ٢               ٢٠=  ١٤+  ٦) = ٤ــ  ١٠ــ(ــ ) ٤ــ  ١٠= (

   :الحل                      وحدة مربعة    ٢٠= ومنھ فإن   المساحة 

  ٠) = ٤س ــ (س٣             ٠= س  ١٢ــ  ٢س٣                                                                      

  ]   ٢،  ٠[ لا تقع في    ٤= أو   س   ٠= س                ٢ــ= ، س   ٤ــ= ، س         ٣ــ  ٢س٣) = س(ق) ج

                                                                  : الحل 

  ]   ٢س٦ــ  ٣س= س  دس ١٢ــ  ٢س٣                               ١ ∓= س              ٠=  ٣ــ  ٢س٣

   :فإن لا تقع ضمن الفترة المطلوبة  ، لذلك وھذه القیم 

 )١٦ــ ) = ٠(ــ ) ٢٤ــ  ٨(                  ]  س   ٣ــ  ٣س=  دس ) ٣ــ  ٢س٣  

  ١٦=      ١٦ــ    =المساحة المطلوبة                                                                      

  ٥٠=  ٥٢+  ٢ــ  ) =١٢+  ٦٤ــ (ــ ) ٦+  ٨ــ (

  وحدة مربعة    ٥٠= ومنھ فإن   المساحة 
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١ ١ 

٤ ٤ 
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١ــ ١ــ   

٠ 
٠ 

٣ ٣ 

٣ ٣ 

  

  

                       : ٢٠٠كتاب ص) / ٢( سؤال                 ] ٤،  ١[   ،         س٢ــ  ٦) =  س(ق )٣

          المحصورة بین منحنى الاقتران المغلقة جد مساحة المنطقة                                                          :الحل   

  على الفترة المحددة        ، ومحور السینات)  س(ق= ص                              ٣= س             ٠ =  س٢ــ  ٦

  :         في كل مما یأتي     تقع ضمن الفترة المطلوبة         ٣= نلاحظ أن قیمة س 

  ] ٠،  ٢ــ[ ،          ٢س٦ــ  ٦) = س(ق) أ        :                              لذلك نقوم بتجزئة التكامل 

  : الحل     : ولاً أ

 ١ ∓= س                 ٠=  ٢س٦ــ  ٦                     ]        ٢س ــ س٦= دس    س٢ــ  ٦  

تقع ضمن الفترة المطلوبة                                                                    ١ــ= نلاحظ أن قیمة س                                                                     

  :لذلك نقوم بتجزئة التكامل                                   ٤) = ١ــ  ٦(ــ ) ٩ــ  ١٨=  (

  ]   ٣س٢س ــ ٦= دس ) ٢س٦ــ  ٦( : أولاً                                            مربعةوحدة   ٤=   ١م

  :ثانیاً 

  ٨ــ =  ٤ــ  ٤ــ ) = ١٦+  ١٢ــ(ــ ) ٢+  ٦ــ(                                                                    

 وحدة مربعة  ٨=     ٨ــ =    ١م                   ]           ٢س ــ س٦=  دس    س٢ــ  ٦  

  

  ]   ٣س٢س ــ ٦= دس ) ٢س٦ــ  ٦( : ثانیاً                 ١ــ =  ٩ ــ ٨) = ٩ــ  ١٨(ــ ) ١٦ــ  ٢٤= (

    وحدة مربعة  ١=     ١ــ =    ٢م

  وحدة مربعة  ٤) =   ٢+  ٦ــ(ــ )  ٠= (                                                                        

  وحدة  مربعة  ٤=  ٢م                                          ٢م+     ١م  =المساحة المطلوبة 

                                 مربعةوحدة   ٥=   ١+   ٤=          

  ٢م+     ١م  =المساحة المطلوبة                                                                             

  وحدة مربعة ١٢=   ٤+    ٨=                                                         
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  ...أجمل ما في الإنسان روح التحدي 

 ...أن یقاتل حتى یصل إلى ما یرید 

  

  ]س   ٤٨ــ  ٣س=  دس    ٤٨ــ  ٢س٣ : ثانیاً  / :تابع                ]  ١،  ١ــ [   ،           ٣س٤) = س(ق) ب

    : الحل 

 ١٣) = ١٩٢ــ  ٦٤(ــ ) ٢٤٠ــ  ١٢٥= (                                ٠= س               ٠=  ٣س٤

 وحدة ربعة ١٣=  ٢م        تقع ضمن الفترة المطلوبة  ٠= نلاحظ أن قیمة س 

 ٢م+     ١م  =المساحة المطلوبة                                    :لذلك نقوم بتجزئة التكامل 

 ٢٤=  ١٣+  ١١=                                                 ]   ٤س=  دس    ٣س٤ : أولاً 

 ] ١،  ١ــ [ ،           ٤ــ  ٢ــ س) = س(ق )د                                                                

 :الحل                                            ١ــ =  ١ــ  ٠=    

      ٤ــ =  ٢س                 ٠=   ٤ــ  ٢ــ س                             وحدة مربعة  ١=     ١ــ =    ١م

 لا یقطع محور السینات  ) س(لا یوجد لھا حل            ق                                                                 

 :لذلك فإن                             ]   ٤س=  دس    ٣س٤ : ثانیاً 

 ]    س ٤ــــــــــــ ــ =  دس  ٤ــ  ٢ــ س                                     ١=  ٠ــ  ١=             

 وحدة مربعة  ١=    ٢م        

    ٨ــ ـــــــ  )  = ٤+ ــــــــ ( ــ )  ٤ــــــــ ــ = (                             ٢م+     ١م  =المساحة المطلوبة 

    وجدة مربعة    ٢=    ١+  ١=            

                  ٨ــــــــ  =    ٨ ــ ــــــــ=     المساحة المطلوبة                                                                     

 ] ٥،  ٣[ ،           ٤٨ــ  ٢س٣) = س(ق )ج

 : الحل 

 ٤ ∓= س                   ٠=  ٤٨ــ  ٢س٣

 تقع ضمن الفترة المطلوبة  ٤= نلاحظ أن قیمة س 

 :بتجزئة التكامل لذلك نقوم 

 ]س   ٤٨ــ  ٣س=  دس    ٤٨ــ  ٢س٣ : أولاً 

  

  ١١ــ ) = ١٤٤ــ  ٢٧(ــ ) ١٩٢ــ  ٦٤= (

   وحدة مربعة  ١١=     ١١ــ =    ١م
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 : ٢٠٠كتاب ص) / ٣( السؤال                                         : ٧١٩كتاب ص) / ٤(مثال 

  جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى                جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران 

  ، ومحور السینات ) س(ق= الاقتران ص                  .س ، ومحور السینات ٣+  ٢س) = س(ق= ص 

 :في كل مما یأتي                                                                   :الحل 

  ٢س ــ س٤) أ                                                     ٠= س ٣+  ٢س

   :الحل               ٣ــ = ،   س   ٠= س             ٠) = ٣+ س (س

  ٠=  ٢س ــ س٤        ین منحنى الاقتران قفتكون المساحة المطلوبة محصورة ب

  ٤= ،  س   ٠= س               ٠) = ــ س ٤(س                         ] :  ٠،  ٣ــ [ ومحور السینات على الفترة 

  ـــــــــــ    + ــــــــــ =  س دس ٣+  ٢س [                   ــ ـــــــــ     ٢س=   دس ٢سس ــ ٤ [ 

 

 ـــــــــ= ــــــــــــــــــــ ) = ٠(ــ ) ــ ـــــــــ  ٣٢(                              ــــــــــ)  =  ـــــــــ +  ٩ــ (ــ ) ٠= (

  

  ٢س١٢ــ  ٣س٤) = س(ق) ب           ـــــــــ وحدة مربعة =    ــــــــــ =   المساحة المطلوبة 

  :الحل                                                                          

 ٠=  ٢س١٢ــ  ٣س٤                                       : ٨١٩كتاب ص) / ٢( تدریب

  ٣= ،  س  ٠= س             ٠) = ٣س ــ ( ٢س٤               جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران 

  ]   ٣س٤ــ  ٤س=  دس   ٢س١٢ــ  ٣س٤             .، ومحور السینات  ٣س ــ ٢ــ  ٢س) = س(ق= ص 

   ٢٧ــ ) = ٠(ــ ) ١٠٨ــ  ٨١=  (                                                                   : الحل 

  ٠=  ٣س ــ ٢ــ  ٢س

 وحدة مربعة ٢٧=    ٢٧ــ =  المساحة المطلوبة        ١ــ = ،  س   ٣= س    ٠) = ١+ س )(٣س ــ (

 س   ٣ــ  ٢ـــــــــ ــ س= دس  ٣س ــ ٢ــ  ٢س [ 

  

 )  ٣+  ١ــــــــ ــ ( ــ ) ٩ــ  ٩ــ  ٩= ( 

 ١٠ــ ـــــــ = ـــــــــ +  ١١ــ =  ٢ــــــــ ــ +  ٩ ــ= 

 

 وحدة مربعة  ١٠ـــــــ =     ١٠ــ  ـــــــ =  المساحة المطلوبة 
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 أ

 ب

 جـ

 أ

 جـ

 أ

 ب جـ

 ب
 

٥ــ  
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٥ــ  

٣ 

٥ــ ٥ــ  ٥ــ   

٠ ٣ 

٠ 

 

 

 : ٩١٩كتاب ص) / ٣( تدریب

  وحدات مربعة ،  ٨=  ١فإذا كانت المساحة م) . س(ق= یمثل الشكل المجاور منحنى الاقتران ص 

  :وحدات مربعة ، فجد قیمة كل مما یأتي ، مبررًا إجابتك  ٥=  ٢والمساحة م

١ ( ق)دس ) س  

 . تحت محور السینات ) س(،  لأن ق     ٨ــ =           

٢ ( ق)دس ) س 

 . فوق محور السینات ) س(،  لأن ق   ٥=            

٣ ( ق)س (دس  = ق)س ( دس + ق)دس ) س  

  

  ٣ــ =     ٥+     ٨ــ =                      

 ] . أ ، جـ [ مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران ومحور السینات على الفترة ) ٤

  ١٣=  ٥+  ٨=   ٢م+  ١م=  المساحة المطلوبة 

 

 : ٢٠٠كتاب ص) / ٤( السؤال

  ) س(ق= یمثل الشكل المجاور منحنى الاقتران ص 

  وحدة مربعة ،  ١٣=  ١فإذا كانت المساحة م

  وحدات مربعة ،  ٣=  ٢والمساحة م

 . دس ، مبررًا إجابتك ) س(ق فجد قیمة  

 : الحل 

 س(ق ( دس = ق)س ( دس + ق)دس ) س 

 

  . ١٠=   ٣ــ +   ١٣=    
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٠ 

٦  

٠ 

٤ 
٢س  
٠   ٢ 

٤ 

٨  
٢  

 

  :)٢٠٢٠(وزارة 

  وحدات مربعة ، ٨=  ١، حیث المساحة  م) س(معتمدًا الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران ق

  :وحدات مربعة ، أجب عن الفقرتین الآتیتین  ٤=  ٢والمساحة م

 

  ما مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق ) ١(

 ؟ ]  ٦،  ٠[ ومحور السینات على الفترة 

 ٣٢) د                ٤) ج              ٢) ب          ١٢ ) أ

 

 دس  ؟) س(ق ما قیمة ) ٢(

    ٤) د               ٤ــ  )ج            ١٢) ب         ١٢ــ) أ

 

  :)٢٠٢٠(وزارة 

  ــ س ، ومحور السینات  ٩) = س(ما مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق

  ؟]  ٤،  ٠[ على الفترة 

  ١) د                                ٥) ج                          ٢٠) ب                      ٢٨)  أ

 

 : الحل 

   ٩= س              ٠= ــ س  ٩

 لا تقع ضمن الفترة المطلوبة           ٩= نلاحظ أن قیمة س 

 )س ــ ـــــــــــ   ٩= دس  )  ــ س ٩ [ 

 

 ٢٨) =  ٤ــ  ٣٦) = (٠(ــ ) ــ ـــــــــ  ٣٦( 
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١س ــ ٤  

٥+  ٢س  

 دص 
 دس  

 دص 
٥+  ٢س دس    

١س ــ ٤  

١ــ  

٣ 

 دص 
 دس  

 دص 
 دس  

س٧ــ  ٢س  
س  ٣  

١ــ  
  ٣  

٥ 
٣ 

٢ 
٣ 

جـ+ ـــــــــــ ــ ــــــــــــــــ =   

٥ 
٣ 

٨ 
٣ 

٦   
٥ــس  

٣س  
٣  

٣)٢+ س ٣(  

٣×  ٣  

  

   ٢١٥كتاب ص/  أسئلة الوحدة

 .سیتم حل الأسئلة المتعلقة بالمادة المطلوبة فقط : ملاحظة ھامة 

  : ٢١٥كتاب ص) / ٤( السؤال                               : ٢١٥كتاب ص) / ١( السؤال

  دســـــــــــــــــــــــ   ) أ                                 :جد ـــــــــــ في كل مما یأتي 

 

= س  دس ) س٧ــ  ٢س(                           ــــــــــــــــــــ  دس     =ص ) أ
 

 دس)   س٧ــ   س (

                                                                         

 س ٣×  ٧س     ٣                                    ـــــــــــــــــــ= ـــــــــــ  : الحل 

            ٥            ٨   

 دس    )  ٢س ــ ٤)(س٣(  =ص ) ب

 دس ٥س٦ = ـــــــــــ دس   )ب                                                                 

  صفر = ـــــــــــ  :الحل 

  جـ+  ٦س=                                                                    

 دس) س+  ٤(ظا = ص ) ج

 دس) ٤ــ  ٢س(= دس ) ٢+ س )(٢س ــ () ج                             )س+  ٤(ظا = ـــــــــــ  :الحل 

 

  جـ + س ٤ــــــــــ ــ =                                : ٢١٥كتاب ص) / ٣( السؤال

 ) .٢(دس ، فجد ق) ٢ــ س ٢(س ) = س(إذا كان ق

 جـ+ ـــــــــــــــــــــــ = دس  ٢)٢س ــ ٣() د                                     )نشتق الطرفین(   :الحل 

 ) ٢ــ س٢(س) = س(ق

  )٤ــ  ٢(×  ٢) = ٢)٢(ــ  ٢(  ٢) =  ٢(ق

  ٤ــ =  ٢ــ ×  ٢) = ٢(ق
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 دص  
١س ــ ٢  

 دص  
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٦ص  
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٦)ــ س ٢س(  
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  ٢  

 دص 

  ٢س٣
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٣ 
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  ٢  

 جـ + ـــــــــــــ × ـــــــــ = 

١  
  ٢  

٢ 
٣ 

١  
  ٢  

)س+  ٢س(٢جتا  

١+ س ٢  

١+ س ٢  

 دص

١+ س ٢  

 دص

٨ــ   
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س  ٣  

١ 
١ــ  
 ٣  
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٨ــ   

ــــــــــــــ=   

٢  
  ٣  

[ 

٨ــ   

١ــ   

٣ 
٢ 

٣ 
٢ 

٩ 
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                                       :  ) ٤(السؤال / تابع 

 ــــــــــــــــــــــــــــــ  دس) ي                      دس ٥)ــ س ٢س)(١س ــ ٢() ھـ

 : الحل 

            دس   ) س+  ٢س(٢قا) ١+ س ٢(=          ـــــــــــــــ     = ــ س           دس  ٢س= ص 

 ــــــــــــــــــ= س               دس +  ٢س= ص                                                               

 =)ـــــــــــــــــ  ٥)ص)(١س ــ ٢   

                =)ــــــــــــــــــ             )  ص(٢قا) ١+ س ٢         

 جـ+ ـــــــــــــــــــــــ = جـ  + ـــــــــــ  =  

 جـ ) + ص(ظا=                                                               

 جـ) + س+  ٢س(ظا=          ١ــ > ـــــــــــــــــــــ  دس  ،  س ) ھـ

 

)٢١٦كتاب ص) / ٥( السؤال  دس)  ١+  ٣س) (٢س : 

 : احسب قیمة كل من التكاملات الآتیة           ـــــــــــــــ= دس              ١+  ٣س= ص 

 س  دس   =   دس  ـــــــــــــــ   ) أ                                                             

 = )ــــــــــــــ)   ص) (٢س 

      ٨ــ    س     ٣                                                                    

 ١ــ                           ص  دص  ـــــــــ = 

                                                                    

 ) ١ــ  ٤( ــــــــ ]    =      ٢س  ٣ــــــــ =             ص٢       ١        

        ١          ٣   

 ــــــــــ=                                                                

 جـ )  + ١+  ٣س(ــــــــــ = 

٢ 
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]ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =   

١  
  ٢  

٢ 

٦ 

ب+  ٢ب  

٣+ ــ ب   

    

 

 ـــــــــــــــــــــــ  دس  ) ز                              دس ) ــ ـــــــــــــ  ـــــــــــ (  ) جـ

   

  =  دس   ٢ــس   ــ  س                                           =  دس                    )  ٦+ س ٥(١٠ 

    

 ٦)      ٦+ س ٥(٢×  ١٠                                                ١     ١ــس     س  ٢   

 ٢               ١×  ٥                                                      ٤      ١ــ           ١   

 

 ٨) = ٤ــ  ٦( ٤]  =    ٦+ س ٥   ٤=     )ــــــ +  ٢×  ٢(ــ  )١+  ٢]   = (ـــــــــــ  + س       ٢= 

 

  : ٢١٦كتاب ص) / ٦( السؤال                      ـــــــــ= ــ ــــــــ  ١ــ = ــ ـــــــــ  ٤ــ  ٣= 

 .صفر ، فجد قیمة الثابت ب = دس ) س(ق إذا كان                                                                         

 :الحل                                                                        

 ٣+ ــ ب = ب +  ٢ب                              ــــــــــــــــــــــــــــــــــ  دس     ) د

 ٠=  ٣ب ــ ٢+  ٢ب                                                                          

 ٠) = ١ب ــ )(٣+ ب (                                                                          

 =     ١= أو   ب    ٣ــ = ب                             ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   دس 

 

 ] س    ٣+ ـــــــــ =   

 

 )  ٣ــــــــ ــ ( ــ )  ٣+ ـــــــ = ( 

 

 ٦=     ٣+ ــ ـــــــــ  ٣+ ـــــــــ = 

  

  



 

 
٥٦ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   التكامل : الوحدة الرابعة    

١ــ   ١ 

٥ ٥ 

١ــ   

٥ 

١ــ  ١ــ    ٥ 

١ ١ ٥ 

١ 

٥ ٥ 

١ 

١ــ   

٣ 

١٢ 
٨  
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 ٠= دس ) ١س ــ ٢( ) ب                                      : ٢١٦كتاب ص) / ٧( السؤال

   ٠]  = ــ س   ٢س          ٢٠= دس ) ٣) + س(ق( ،  ٤= دس ) س(ق إذا كان 

  

  ب ٥) = ٨ــ  ٢(ــ ) ٢ب٢ب ــ (                                                 :فجد قیمة كل مما یأتي 

 ٠= ب ٥ــ  ٦+  ٢ب٢ب ــ                  ) :نجھز المعطیات ثم تكون الإجابة كالتالي : ( الحل 

  ٠=  ٦+ ب ٤ــ  ٢ب٢ــ                                               ٢ــ = دس  ) س(ق ) أ

 ٠=  ٣ب ــ ٢+  ٢ب                                        

 ٠) = ١ب ــ )(٣+ ب (         دس  ) س(ق + دس  ) س(ق = دس  ) س(ق ) ب

 ١= أو   ب   ٣ــ = ب                                                                               

  ٢=   ٢ــ +   ٤=            

  )واجب(  ٢١ــ= دس ) ٢+  ٢ب س( ) ج                                                                         

 ) ٣ــ= قیمة ب ( یترك للطالب  :الحل   ]    ٢س٢ــ  ٤ــ ×  ٣= دس ) س٤ــ ) س(ق٣( ) ج

 

 ٣٦=   ٤٨+  ١٢ــ ) = ٥٠ــ  ٢(ــ  ١٢ــ  =

 )واجب(        ب٥= دس ) س٤ــ  ١( ) د                                     : ٧٢١كتاب ص) / ٨( السؤال

 )١= أو ب  ٣ــ= قیمة ب ( یترك للطالب  :الحل                                : جد قیمة الثابت ب في كل مما یأتي 

 ١٢= ب  دس ٢ ) أ

 

 ١٢)  = ١ــ ــ  ٣(ب٢  

 ١٢=  ٤× ب ٢ 

  ــــــــــ = ـــــــــــ = ب             ١٢= ب ٨
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  :الحل / تابع                                         : ٢١٧كتاب ص) / ٩( السؤال

)١٠٨+  ٦٤ــ ( ــ ) ٨١+  ٢٧ــ= (                 )س(ق =س لمنحنى الاقتران ص إذا كان میل المما  

١٠=  ٤٤ــ  ٥٤=       ) ٢+ س ٣)(س+  ١(یعطى بالقاعدة  )ص ، س(عند النقطة   

١٠=  ١م   ) .١، ــ ٢(بالنقطة  فجد قاعدة الاقتران ق ، علمًا بأن منحناه یمر  

:ثانیاً                                                                     :الحل   

                          ]س   ٢٧ــ  ٣س= دس ) ٢٧ــ  ٢س٣(                      ) ٢+ س ٣)(س+  ١) = (س(ق =میل المماس 

س ٢+  ٢س٣+  ٢+ س ٣=   

   ٥٤ــ ) = ٨١+  ٢٧ــ (ــ ) ٠= (                                                   ٢+ س ٥+  ٢س٣= 

      ٥٤=     ٥٤ــ =    ٢م                             دس ) ٢+ س ٥+  ٢س٣( ) = س(ق   

جـ+ س ٢+   ٢ـــــــ س+  ٣س=    

٢م+  ١م= المساحة المطلوبة                                       ١ــ ) = ٢(ق)          ١، ــ  ٢(  

  ٦٤=  ٥٤+  ١٠=                                            ١ــ = جـ +  ٤+   ٤× ـــــــ +  ٨        

  )واجب(  : ٢١٧كتاب ص) / ١١( السؤال                                     ١ــ = جـ +  ٤+  ١٠+  ٨      

  تتحرك نقطة مادیة على خط مستقیم ، بتسارع                                                     ٢٣ــ =  ٢٢ــ  ١ــ = جـ        

 ،                          ٢ث/م) ــ ن ١(ن١٢) = ن(مقداره ت                            ٢٣س ــ ٢+   ٢ـــــــ س+  ٣س) = س(ق

  فإذا كانت سرعتھا. حیث ن الزمن بالثواني                                                                 

  وموقعھا الابتدائيث ، / م  ٣) = ٠(الابتدائیة ع                                      : ٢١٧كتاب ص) / ١٠( السؤال

  :م ، فجد  ٢) = ٠(ف                 جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران 

  ع ثوانٍ  سرعة النقطة المادیة بعد مرور أرب) أ                   ، ومحور السینات  ٢٧ــ  ٢س٣) = س(ق= ص 

  .من بدء الحركة                                                 ] . ٠،  ٤ــ [ في الفترة 

  :الحل 

  موقع النقطة المادیة بعد مرور ثانیتین ) ب                                            ٠=  ٢٧ــ  ٢س٣) = س(ق

  .من بدء الحركة                       ٣، ــ  ٣= س            ٢٧=  ٢س٣

  ) ^ــ ^ یترك للطالب   (    :الحل                      ] ٠،  ٤ــ [ تقع في الفترة   ٣ــ = س 

       ١٥٧ــ ) = ٤(ع) أ                                                                    : أولاً 

 )٨) = ٢(ف) ب                           ]س   ٢٧ــ  ٣س= دس ) ٢٧ــ  ٢س٣ 


