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المساحة تحت منحنى اقتران 

,𝒂]اقتران قابل للتكامل في   𝒇(𝒙)إذا كان    𝒃] 

في هذه الفترة فإن مساحة   𝒙ومنحناه يقع فوق المحور 

 𝒙والمحور   𝒇(𝒙)المنطقة لمحصورة بين منحنى 

𝒙والمستقيمين   = 𝒂   , 𝒙 = 𝒃 

 

 

 

                                         

 

 

 

 

,𝒂]اقتران قابل للتكامل  𝒇(𝒙)إذا كان   𝒃]   ومنحناه

 يقع تحت محور السينات. 

 

 

 

 

 

𝑨 =  ∫ −𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = − ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙  

=  |∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝒃

𝒂

| 

 

 

,𝒂]قابل للتكامل في   𝒇(𝒙)إذا كان   𝒃]   ومنحناه يقطع

𝒙عند   𝒙المحور   = 𝒄   حيث𝑪 ∈ [𝒂, 𝒃]   أي أن جزء

والجزء الآخر تحته   𝒙يقع فوق المحور  𝒇من منحى  

 في هذه الفترة . 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑨 =  − ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒄

𝒄

𝒂

 

 

 
 

أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

𝒇(𝒙) =  
𝟏

√𝒙̅̅  والمستقيمين  𝒙والمحور    ̅̅

 𝒙 = 𝟗 , 𝒙 = 𝟒 

 

 

 

 :   الحل  

𝑨 =  ∫
𝟏

√𝒙
 

𝟗

𝟒

𝒅𝒙 =  ∫ 𝒙−
𝟏

𝟐

𝟗

𝟒

 𝒅𝒙  

= 𝟐𝒙
𝟏

𝟐|
𝟒

𝟗

= 𝟐√𝒙|
𝟒

𝟗
 

= 𝟐√𝟗 − 𝟐√𝟒 = 𝟔 − 𝟒 = 𝟐 

 التكامل تطبيقات 

 مفهوم أساسي 

𝒂      𝒃 

𝒇(𝒙)  

𝑨 =  ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝒃

𝒂

 

𝒂              𝒃 
𝑨 

 1مثال

𝟒        𝟓 

 

𝒇(𝒙) =  
𝟏

√𝒙̅̅ ̅̅  

𝒇(𝒙) 

𝒂                         𝒄                   𝒃 
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أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 +  والمستقيمين  𝒙والمحور    𝟏

 𝒙 = 𝟏 , 𝒙 = 𝟑 

 

 

 

 

 :   الحل  

𝑨 =  ∫ (𝒙𝟐 + 𝟏) 
𝟑

𝟏

𝒅𝒙  

=
𝒙𝟑

𝟑
+ 𝒙|

𝟏

𝟑

= (𝟗 + 𝟑) − (
𝟏

𝟑
+ 𝟏) 

= 𝟏𝟐 −
𝟒

𝟑
=

𝟑𝟐

𝟑
 

 

 
 

  المنطقة المحصورة بين منحنىأجد مساحة 

 𝒇(𝒙) = 𝒆𝟐𝒙  ومحوري السينات والصدات

𝒙والمستقيم   = 𝟐 

 

 

 

 

 :   الحل  

𝑨 =  ∫ 𝒆𝟐𝒙 𝒅𝒙  
𝟐

𝟎

=  
𝒆𝟐𝒙

𝟐
|

𝟎

𝟐

 

=
𝒆𝟒

𝟐
−

𝒆𝟎

𝟐
=

𝒆𝟒

𝟐
−

𝟏

𝟐
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

𝒇(𝒙) =  
𝟐

 𝒙𝟐 ̅̅ ̅̅̅ −  والمستقيمين  𝒙والمحور   𝟑

 𝒙 = 𝟒  , 𝒙 = 𝟐 

 :   الحل  
𝒇(𝒙) = 𝟎 ⟹

𝟐

𝒙𝟐
− 𝟑 = 𝟎  

⟹ 𝒙 = ± √
𝟐

𝟑
 

 
 
 

 

 

 

 خارج الفترة وفي المنطقة السالبة

 

𝑨 =  − ∫ (
𝟐

𝒙𝟐
− 𝟑)  𝒅𝒙  

𝟒

𝟐

  

 

 2مثال

 

  𝟏               𝟑 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟏 

𝟐 

 3مثال

(𝟎, 𝟏) 

 ملاحظة  

لإيجاد المساحة تحت منحنى اقتران والمحور  

𝒙   والمستقيمين𝒙 = 𝒂  , 𝒙 = 𝒃     

  𝒙نجد نقط التقاطع مع المحور  .1

𝒇(𝒙) = 𝟎 

 𝒇(𝒙)نعين اشارة  .2

𝒙نحدد  .3 = 𝒂   , 𝒙 = 𝒃 

إذا كانت نقط التقاطع لا تنتمي للفترة   .4

[𝒂 , 𝒃] نجري التكامل على الفترة 

إذا كانت نقط التقاطع تنتمي للفترة  .5

 بجزأ التكامل 

 4مثال

−                 +                                − 

−√
𝟐

𝟑
               √

𝟐
𝟑

           ②     ④ 
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=  − ∫ (𝟐𝒙−𝟐 − 𝟑) 𝒅𝒙  
𝟒

𝟐

  

= − (−𝟐𝒙−𝟏 − 𝟑𝒙)|
𝟐

𝟒
 

= − (
−𝟐

𝒙
− 𝟑𝒙)|

𝟐

𝟒

 

= − ((
−𝟐

𝟒
− 𝟑𝒙(𝟒)) − (

−𝟐

𝟐
− 𝟔)) 

= − (
−𝟏

𝟐
− 𝟏𝟐) − (−𝟕) 

= − (
−𝟐𝟓

𝟐
+ 𝟕) 

= − (
−𝟐𝟓 + 𝟏𝟒

𝟐
)     = +

𝟏𝟏

𝟐
 

 

 

أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

𝒇(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙   والمحور 𝒙   في الفترة[
𝝅
 𝟐 ̅̅ ̅,

𝟑𝝅
 𝟐 ̅̅ ̅  ]   

 :   الحل  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎  

⟶ 𝒙 =
𝝅

𝟐
           ,     𝒙 =

𝟑𝝅

𝟐
 

 𝐜𝐨𝐬 𝒙   سالبة في الربع الثاني والثالث 

 

 

𝑨 = − ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙  

=

 
−(𝐬𝐢𝐧 𝒙 )

 
|

𝝅

𝟐

𝟑𝝅

𝟐

 

= − (𝐬𝐢𝐧 𝟑
𝝅

𝟐
− 𝐬𝐢𝐧

𝛑

𝟐
)  

= −(−𝟏 − 𝟏) 

= 𝟐  

 

 

 

أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝒙والمستقيمين   𝟒 = −𝟐 , 𝒙 = 𝟒 

 

 :   الحل  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟒 = 𝟎 

𝟐𝒙 = 𝟒 ⟹ 𝒙 = 𝟐 

 

 

 يجزأ التكامل 

𝑨 =  − ∫ −(𝟐𝒙 − 𝟒) 𝒅𝒙 + ∫ (𝟐𝒙 − 𝟒) 𝒅𝒙
𝟒

𝟐

  
𝟐

−𝟐

  

 5مثال

𝝅
 𝟐 ̅̅ ̅                       

𝟑𝝅
 𝟐 ̅̅ ̅  

 6مثال

𝟐                     𝟒 −𝟐 

−𝟒 

−𝟐                                  𝟐                                     𝟒 

−                                    + 
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=  − ∫ 𝟒 − 𝟐𝒙 𝒅𝒙 + ∫ (𝟐𝒙 − 𝟒) 𝒅𝒙
𝟒

𝟐

  
𝟐

−𝟐

  

= 𝟒𝒙 − 𝒙𝟐|
−𝟐

𝟐
+ 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙|

𝟐

𝟒
 

(𝟒(𝟐) − 𝟒) − (−𝟖 − 𝟒) 

+(𝟏𝟔 − 𝟏𝟔 − (𝟒 − 𝟖) 

= 𝟒 + 𝟏𝟐 + 𝟒 = 𝟐𝟎 

 

𝒇(𝒙)جد المساحة المحصورة بين منحنى   = 𝒙𝟑 

𝒙والمستقيمان   𝒙والمحور   = 𝟐 , 𝒙 = −𝟐 

 :   الحل  
𝒙𝟑 = 𝟎   ⟹   𝒙 = 𝟎  

 

 

𝑨 =  ∫ −𝒙𝟑 𝒅𝒙 + ∫ 𝒙𝟑 𝒅𝒙
𝟐

𝟎

  
𝟎

−𝟐

  

=
−𝒙𝟒

𝟒
|

−𝟐

𝟎

+
𝒙𝟒

𝟒
|

𝟎

𝟐

 

=
−(𝟎)𝟒

𝟒
− (

−𝟏𝟔

𝟒
) +

𝟏𝟔

𝟒
− 𝟎 

=
𝟏𝟔

𝟒
+

𝟏𝟔

𝟒
  

= 𝟒 + 𝟒 = 𝟖 

 

 

 

 

 

 

 

أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝒙   والمحور𝒙 

 :   الحل  
𝒇(𝒙) = 𝟎  ⟶ 𝒙𝟑 − 𝒙 = 𝟎  

𝒙(𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎  
𝒙 = 𝟎            𝒙 = 𝟏            𝒙 = −𝟏 

 

 
 

𝑨 =  ∫ (𝒙 − 𝒙𝟑) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒙𝟑 − 𝒙
𝟏

𝟎

  
𝟎

−𝟏

  

=
𝒙𝟐

𝟐
−

𝒙𝟒

𝟒
|

−𝟏

𝟎

+
𝒙𝟒

𝟒
−

𝒙𝟐

𝟐
|

𝟎

𝟏

 

=
𝟏

𝟐
 

 

 

أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

𝒇(𝒙) = −𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙   والمحور𝒙 

 :   الحل  
𝒇(𝒙) = 𝟎  

−𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 = 𝟎  

−𝒙(𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟔) = 𝟎  

𝒙(𝒙 + 𝟑)(𝒙 − 𝟐) = 𝟎  

𝒙 = 𝟎             𝒙 = −𝟑           𝒙 = 𝟐 

 

 

 7مثال

−𝟐                                  𝟎                                     𝟐 

− − − − −                       + + + + + + 

 ملاحظة  

لإيجاد المساحة المحصورة بين 

، نجد نقط  𝒙منحنى اقتران والمحور  

وتكون هي   𝒙التقاطع مع المحور  

 حدود التكامل. 

 

 

 8مثال

−                  +                     −                  + 

−𝟏                       𝟎                       𝟏 

 9مثال

+                    −                      +                 − 

−𝟑                       𝟎                      𝟐 
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𝑨 =  ∫ −(−𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙)
𝟎

−𝟑

+ ∫ (−𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙)𝒅𝒙
𝟐

𝟎

  

= − (
−𝟏

𝟒
𝒙𝟒 −

𝟏

𝟑
𝒙𝟐 + 𝟑𝒙𝟐)|

−𝟑

𝟎

 

(−
𝟏

𝟒
𝒙𝟒 −

𝟏

𝟑
𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐)|

𝟎

𝟐

 

= 𝟐𝟏. 𝟎𝟖 

 

 

جد مساحة المنقطة المحصورة بين منحنى الاقتران 

𝒇(𝒙) = (𝒙𝟐 − 𝟒)(𝒙𝟐 −  𝒙والمحور    (𝟏

 :   الحل  
(𝒙𝟐 − 𝟒)(𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎  
𝒙 = ±𝟐                   𝒙 = ±𝟏 

 

 
 

 فك الأقواس  

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟒 

 

 

 

 

 

𝑨 =  ∫ −(𝒙𝟒 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟒) +
−𝟏

−𝟐

∫ 𝒙𝟒 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟒
𝟏

−𝟏

+ ∫ −(𝒙𝟒 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟒
𝟐

𝟏

 

= − (
𝒙𝟓

𝟓
−

𝟓

𝟑
𝒙𝟑 + 𝟒𝒙)|

−𝟐

−𝟏

 

+ 
𝒙𝟓

𝟓
−

𝟓

𝟑
𝒙𝟑 + 𝟒𝒙|

−𝟏

𝟏

 

+ − (
𝒙𝟓

𝟓
−

𝟓

𝟑
𝒙𝟑 + 𝟒𝒙)|

𝟏

𝟐

  

= 𝟖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

−𝟑                                                      𝟐 

 10مثال

+               −              +             −            + 

−𝟐           − 𝟏              𝟏                𝟐 
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 صيغ تكاملات اقترانات أسية                                 

,  𝒌إذا كانت    𝒃 , 𝒂 أعداداً حقيقية 

 𝒆 , 𝒌 ≠ 𝟏   , 𝒌 > 𝟎  , 𝒂 ≠  العدد النيبري فإن   𝟎

𝟏) ∫ 𝒆𝒙 𝒅𝒙 = 𝒆𝒙 + 𝑪 

𝟐) ∫ 𝒆𝒂𝒙+𝒃 𝒅𝒙 =
𝟏

𝒂
 𝒆𝒂𝒙+𝒃 + 𝑪 

𝟑) ∫ 𝒌𝒙 𝒅𝒙 =
𝒌𝒙

𝐥𝐧 𝒌
 + 𝑪 

𝟒) ∫ 𝒌𝒂𝒙+𝒃 𝒅𝒙 =
𝒌𝒂𝒙+𝒃

𝒂 𝐥𝐧 𝒌
 + 𝑪 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫ 𝟐𝒆𝟒𝒙+𝟑  𝒅𝒙 

 :   الحل  
= 𝟐 ×

𝟏

𝟒
𝒆𝟒𝒙+𝟑 + 𝑪 

=
𝟏

𝟐
 𝒆𝟒𝒙+𝟑 + 𝑪 

 

𝟐) ∫ (𝟔𝒆−𝟑𝒙 + 𝒙𝟑
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 

 :   الحل  

=
𝟔

−𝟑
 𝒆−𝟑𝒙 +

𝒙𝟒

𝟒
|

𝟎

𝟒

 

= (−𝟐𝒆−𝟑(𝟐) +
𝟐𝟒

𝟒
) − (−𝟐𝒆−𝟑(𝟎) +

𝟎𝟒

𝟒
) 

= −𝟐𝒆−𝟔 + 𝟒 − (−𝟐 + 𝟎)  

=  −𝟐 𝒆−𝟔 + 𝟔 
 

𝟑) ∫ √𝒆𝒙+𝟏  𝒅𝒙 

 :   الحل  
= ∫(𝒆𝒙+𝟏)

𝟏

𝟐 𝒅𝒙 

= ∫ 𝒆
𝟏

𝟐 
𝒙+

𝟏

𝟐 𝒅𝒙 

=
𝒆

𝟏

𝟐 
𝒙+

𝟏

𝟐

𝟏

𝟐

+ 𝑪 

=  𝟐 𝒆
𝟏

𝟐
𝒙+

𝟏

𝟐 + 𝑪 

 الدرس الأول تكامل اقترانات خاصة

 تكامل الاقترانات الأسية   

 مفهوم أساسي  

 تذكر 

𝟏) 
𝒅

𝒅𝒙
 (𝒆𝒙) = 𝒆𝒙  

𝟐)
𝒅

𝒅𝒙
 (𝒆𝒂𝒙+𝒃) = 𝒂 𝒆𝒂𝒙+𝒃 

𝟑)
𝒅

𝒅𝒙
 (𝒌𝒙) = 𝒌𝒙 𝐥𝐧 𝒌 

𝟒) 𝒅 (𝒌𝒂𝒙+𝒃) = 𝒌𝒂𝒙+𝒃  𝐥𝐧 𝒌 (𝒂) 

𝒌حيث  ≠ 𝟏   , 𝒌 > 𝟎 

 1مثال
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𝟒) ∫(𝟓𝒙 + 𝟕)  𝒅𝒙 

 :   الحل  

=
𝟓𝒙

𝐥𝐧 𝟓
+ 𝟕𝒙 + 𝑪 

 

 

 10صفحة                                                  
 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝒂)  ∫(𝟓𝒙𝟐 − 𝟑𝒆𝟕𝒙) 𝒅𝒙  

 :   الحل  

=
𝟓

𝟑
𝒙𝟑 −

𝟑

𝟕
𝒆𝟕𝒙 + 𝑪 

 

𝒃) ∫ 𝟖 𝒆𝟒𝒙
𝐥𝐧 𝟑

𝟎

 𝒅𝒙  

 :   الحل  

=
𝟖 𝒆𝟒𝒙

𝟒
|

𝟎

𝐥𝐧 𝟑

 

= 𝟐 𝒆𝟒𝒙|
𝟎

𝐥𝐧𝟑
 

= 𝟐 𝒆𝟒 𝐥𝐧𝟑 − 𝟐 𝒆𝟒(𝟎) 

= 𝟐 𝒆𝐥𝐧𝟖𝟏 − 𝟐𝒆𝟎 

= 𝟐(𝟖𝟏) − 𝟐 =  

𝟏𝟔𝟐 − 𝟐 = 𝟏𝟔𝟎 

 

 

 

 

 

𝒄) ∫ √𝒆𝟏−𝒙  𝒅𝒙 

 :   الحل  
= ∫(𝒆𝟏−𝒙)

𝟏

𝟐  𝒅𝒙  

= ∫ 𝒆
𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐
𝒙  𝒅𝒙  

=
𝒆

𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐
𝒙

−
𝟏

𝟐

+ 𝑪 

= −𝟐 𝒆
𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐
𝒙 + 𝑪 

𝒅) ∫(𝟑𝒙 + 𝟐√𝒙) 𝒅𝒙  

 :   الحل  
= ∫ (𝟑𝒙 + 𝟐𝒙

𝟏

𝟐)  𝒅𝒙  

=
𝟑𝒙

𝐥𝐧𝟑
+ 𝟐 ×

𝟐

𝟑
𝒙

𝟑

𝟐 + 𝑪 

=
𝟑𝒙

𝐥𝐧 𝒙
+

𝟒

𝟑
 𝒙

𝟑

𝟐 + 𝑪 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫(𝟏𝟏)
𝒙

𝟐  𝒅𝒙 =
𝟏𝟏

𝒙

𝟐

 𝐥𝐧 𝟏𝟏 (
𝟏

𝟐
) 

+ 𝑪 

=
𝟐

𝐥𝐧 𝟏𝟏
  𝟏𝟏

𝒙

𝟐 + 𝑪 

 

 

 

 

 2مثال

 3مثال
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𝟐) ∫ (𝟏 + 𝒆𝒙)𝟐 𝒆𝒙 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

 :   الحل  

∫ (𝟏 + 𝟐𝒆𝒙 + 𝒆𝟐𝒙) 𝒆𝒙 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

= ∫ (𝒆𝒙 + 𝟐𝒆𝟐𝒙 + 𝒆𝟑𝒙) 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

= 𝒆𝒙 +
𝟐 𝒆𝟐𝒙

𝟐
+

𝒆𝟑𝒙

𝟑
]

𝟎

𝟏

 

= (𝒆 + 𝒆𝟐 +
𝒆𝟑

𝟑
) − (𝟏 + 𝟏 +

𝟏

𝟑
)  

𝒆 + 𝒆𝟐 +
𝒆𝟑

𝟑
−

𝟕

𝟑
  

𝟑) ∫
𝟓

√𝒆𝟔𝒙−𝟑𝟑  𝒅𝒙  

 :   الحل  
= ∫ 𝟓 (𝒆𝟔𝒙−𝟑)−

𝟏

𝟑   𝒅𝒙  

= ∫ 𝟓 𝒆−𝟐𝒙+𝟏   𝒅𝒙  

=
−𝟓

𝟐
𝒆−𝟐𝒙+𝟏 + 𝑪 

𝟒) ∫
𝒆𝟑𝒙 − 𝒆𝟓𝒙 − 𝒆𝒙 + 𝟕

𝒆𝒙
 𝒅𝒙  

 توزيع البسط على المقام:   الحل  

= ∫ (
𝒆𝟑𝒙

𝒆𝒙
−

𝒆𝟓𝒙

𝒆𝒙
−

𝒆𝒙

𝒆𝒙
+

𝟕

𝒆𝒙
)   𝒅𝒙  

= ∫(𝒆𝟐𝒙 − 𝒆𝟒𝒙 − 𝟏 + 𝟕 𝒆−𝒙)   𝒅𝒙  

=
𝒆𝟐𝒙

𝟐
−

𝒆𝟒𝒙

𝟒
− 𝒙 +

𝟕 𝒆−𝒙

−𝟏
+ 𝑪 

 

 

𝟓) ∫
𝒆𝟐𝒙 − 𝟒

𝒆𝒙 − 𝟐
 𝒅𝒙  

 :   الحل  

= ∫
(𝒆𝒙)𝟐 − 𝟒 

𝒆𝒙 − 𝟐 
  𝒅𝒙  

= ∫
(𝒆𝒙 − 𝟐)(𝒆𝒙 + 𝟐)

𝒆𝒙 − 𝟐 
  𝒅𝒙  

= ∫(𝒆𝒙 + 𝟐)   𝒅𝒙  

= 𝒆𝒙 + 𝟐𝒙 + 𝑪 

𝟔) ∫ 𝒆𝟑𝒙 (𝟏 + 𝒆𝟐𝒙)  𝒅𝒙  

 :   الحل  
= ∫(𝒆𝟑𝒙 + 𝒆𝟓𝒙)   𝒅𝒙  

=
𝒆𝟑𝒙

𝟑
+

𝒆𝟓𝒙

𝟓
+ 𝑪  

 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫(𝟐𝒆 + 𝟑𝟐𝒙) 𝒅𝒙 

 :   الحل  

= 𝟐 𝒆𝒙 +
𝟑𝟐𝒙

𝐥𝐧𝟑 (𝟐)
+ 𝑪 

𝟐) ∫ 𝟑𝒙 𝒆𝟐+𝐥𝐧𝒙𝟐
 𝒅𝒙 

 :   الحل  
= ∫ 𝟑𝒙 (𝒆𝟐 × 𝒆𝐥𝐧 𝒙𝟐

) 𝒅𝒙 

= ∫ 𝟑𝒙 (𝒆𝟐 × 𝒙𝟐) 𝒅𝒙 

 4مثال
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= ∫ 𝟑𝒆𝟐 𝒙𝟑 𝒅𝒙 

=
𝟑𝒆𝟐 𝒙𝟒

𝟒
+ 𝑪 

𝟑) ∫
𝟏

𝒆 − 𝟏

𝒆^

𝟏

 𝒅𝒙 

 :   الحل  

=
𝟏

𝒆 − 𝟏
𝒙]

𝟏

𝒆𝟐

 

= (𝒆𝟐 − 𝟏) 

=
𝟏

𝒆 − 𝟏
 (𝒆 − 𝟏) (𝒆 + 𝟏) 

= 𝒆 + 𝟏 

𝟒) ∫ 𝒆𝟐𝒙 √𝒆𝟐𝒙 + 𝟒 𝒆𝒙 + 𝟒  𝒅𝒙 

 :   الحل  
= ∫ 𝒆𝟐𝒙 √(𝒆𝒙 + 𝟐)𝟐 𝒅𝒙 

= ∫ 𝒆𝟐𝒙 |𝒆𝒙 + 𝟐| 𝒅𝒙 

 دائماً موجبة                                              

= ∫ 𝒆𝟐𝒙 (𝒆𝒙 + 𝟐)  𝒅𝒙 

= ∫(𝒆𝟑𝒙 + 𝟐𝒆𝟐𝒙)   𝒅𝒙 

=
𝒆𝟑𝒙

𝟑
+

𝟐 𝒆𝟐𝒙

𝟐
+ 𝑪 

 

 

 

 

 

 
 ج

 

 

 (  1صيغ تكاملات اقترانات مثلثية )                   

𝟏) ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪 

𝟐) ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪 

𝟑) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒅𝒙 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝑪 

𝟒) ∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝒅𝒙 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝑪 

𝟓) ∫ 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 𝒅𝒙 =  −𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝑪 

𝟔) ∫ 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝒅𝒙 =  −𝐜𝐬𝐜 𝒙 + 𝑪 

 ج

 

 (  2صيغ تكاملات اقترانات مثلثية )                   

𝟏) ∫ 𝐬𝐢𝐧 (𝐚𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙 =
−𝟏

𝒂
𝐜𝐨𝐬 (𝐚𝒙 + 𝒃) + 𝑪 

𝟐) ∫ 𝐜𝐨𝐬 (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙 =
𝟏

𝒂
𝐬𝐢𝐧 (𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝑪 

𝟑) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙 =
𝟏

𝒂
𝐭𝐚𝐧 (𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝑪 

𝟒) ∫ 𝐬𝐞𝐜 (𝒂𝒙 + 𝒃)𝐭𝐚𝐧 (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙

=
𝟏
𝒂

𝐬𝐞𝐜 (𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝑪 

𝟓) ∫ 𝐜𝐬𝐜𝟐(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅 = −
𝟏

𝒂
𝐜𝐨𝐭 (𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝑪 

𝟔) ∫ 𝐜𝐬𝐜 (𝒂𝒙 + 𝒃) 𝐜𝐨𝐭 (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙

= −
𝟏

𝒂
𝐜𝐬𝐜 (𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝑪 

 تكامل الاقترانات المثلثيـــة 

 مفهوم أساسي 
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 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫ 𝟐 𝐬𝐢𝐧 (𝟒𝒙 + 𝟑)𝒅𝒙  

 :   الحل  
= −𝟐 ×

𝟏

𝟒
 𝐜𝐨𝐬 (𝟒𝒙 + 𝟑) + 𝑪 

= −
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 (𝟒𝒙 + 𝟑) + 𝑪 

 

𝟐) ∫(𝟑𝐜𝐨𝐬 + √𝒙
𝟑

) 𝒅𝒙  

 :   الحل  
= ∫ (𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝒙

𝟏

𝟑)  𝒅𝒙 

= 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 +
𝟑

𝟒
 𝒙

𝟒

𝟑 + 𝑪 

= 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 +
𝟑

𝟒
√𝒙𝟒𝟑

+ 𝑪 

𝟑) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝟑𝒙)𝒅𝒙 

𝝅

𝟏𝟐

𝟎

 

 :   الحل  

=
𝟏

𝟑
 𝐭𝐚𝐧(𝟑𝒙)]

𝟎

𝝅

𝟏𝟐

 

𝟏

𝟑
𝐭𝐚𝐧 (𝟑 (

𝛑

𝟏𝟐
)) −

𝟏

𝟑
𝐭𝐚𝐧 𝟑(𝟎) 

=
𝟏

𝟑
 

 

 

 

 

 12صفحة                                                  

 
 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية :

𝒂) ∫ 𝐜𝐨𝐬 (𝟑𝒙 − 𝝅)𝒅𝒙  

 :   الحل  
=

𝟏

𝟑
𝐬𝐢𝐧 (𝟑𝒙 − 𝝅) + 𝑪 

 

𝒃) ∫(𝐜𝐬𝐜𝟐(𝟓𝒙) + 𝒆𝟐𝒙) 𝒅𝒙  

 :   الحل  

= −
𝟏

𝟓
𝐜𝐨𝐭 (𝟓𝒙) +

𝒆𝟐𝒙

𝟐
 + 𝑪 

𝒄) ∫ (𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙)𝒅𝒙 

𝝅

𝟑

𝟎

 

 :   الحل  

= −
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 −

𝟏

𝟒
 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙|

𝟎

𝝅

𝟑

 

(−
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝟐𝛑

𝟑
−

𝟏

𝟒
 𝐬𝐢𝐧

𝟒𝛑

𝟑
) 

− (−
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟎 −

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧 𝟎)  

= (+
𝟏

𝟒
+

√𝟑

𝟖
) − (−

𝟏

𝟐
)  

=
𝟑

𝟒
+

√𝟑

𝟖
 

 

 

 

 

 2مثال 1مثال
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 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫ 𝐬𝐢𝐧
𝟑

𝟒
 𝒙 𝒅𝒙  

 :   الحل  

= −
𝐜𝐨𝐬

𝟑

𝟒
𝒙

𝟑

𝟒

+ 𝑪  

= −
𝟒

𝟑
𝐜𝐨𝐬

𝟑

𝟒
𝒙 + 𝑪 

 

𝟐) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝟑𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙  

 :   الحل  
=

𝟏

𝟑
𝐭𝐚𝐧 (𝟑𝒙 − 𝟏) + 𝑪  

 

𝟑) ∫ 𝐜𝐬𝐜𝟐 (
𝟒𝒙 + 𝟐

𝟑
)  𝒅𝒙  

 :   الحل  
= −

𝟑

𝟒
𝐜𝐨𝐭 (

𝟒𝒙 + 𝟐

𝟑
) + 𝑪  

𝟒) ∫ 𝐬𝐞𝐜 𝟒𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝟒𝒙 𝒅𝒙  

 :   الحل  
=

𝟏

𝟒
𝐬𝐞𝐜 𝟒𝒙 + 𝑪  
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متطابقات هامة للتكامل 

𝟏) 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 =
𝟏

𝟐
 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙)  

𝟐) 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙)  

𝟑) 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 = 𝟏 

𝟒) 𝐭𝐚𝐧𝟐 = 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝟏  

𝟓) 𝐜𝐨𝐭𝟐 = 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 − 𝟏  

𝟔) 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙   

𝟕) 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙  

                    = 𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙  

                   = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝟏 
 

𝟖) 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 = 

      
𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬 (𝒙 + 𝒚) + 𝐜𝐨𝐬(𝒙 − 𝒚)   

𝟗) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒚 = 

     
𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬(𝒙 − 𝒚) − 𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝒚))   

𝟏𝟎) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 = 

     
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 (𝒙 + 𝒚) + 𝐬𝐢𝐧 (𝒙 − 𝒚))   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظات هامة   المتطابقات المثلثية والتكامل 

𝟏)  𝐬𝐞𝐜 𝒙 =
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

       𝐜𝐬𝐜 𝒙 =
𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

       𝐜𝐨𝐭 𝒙 =
𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒙
 

      𝐭𝐚𝐧 𝒙 =
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

      𝐜𝐨𝐭 𝒙 =
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

 

 

 

 

 لف ( إذا كانت الزوايا في البسط تخت2

عن المقام نعمل اولاً على أن نجعلها  

 متساوية باستخدام المتطابقات

 

 ( أين ما تجد الصورة  3

𝟏 ± 𝐬𝐢𝐧 𝒙  , 𝒙 ± 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 ملاحظات هامة  

 التكامل لـ   (1

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 , 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 , 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙, 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 

 غير مباشر حيث نستخدم المتطابقات  

 

𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 = 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝟏 

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 =
𝟏

𝟐
 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 −
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 = 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 − 𝟏 
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 ج

 
 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫ 𝐭𝐚𝐧𝟐𝟐𝒙 𝒅𝒙  

 :   الحل  
 

 متطابقة      

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝟐𝒙 = 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟐𝒙 − 𝟏  

∫(𝐬𝐞𝐜𝟐𝟐𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙 

=
𝟏

𝟐
 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙 − 𝒙 + 𝑪 

 

 

 

𝟐) ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 𝒅𝒙
𝝅

𝟎

 

 :   الحل  
 

 متطابقة 

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

= ∫
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝒅𝒙

𝝅

𝟎

 

=
𝟏

𝟐
 (𝒙 −

𝟏

𝟐
 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙) |

𝟎

𝝅

 

= (
𝟏

𝟐
(𝝅 −

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝛑))) − (

𝟏

𝟐
(𝟎 −

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟎) 

=
𝟏

𝟐
𝝅 

 

𝟑) ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙  𝒅𝒙  

 :   الحل  
 

 متطابقة      

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 =  

𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 (𝒙 + 𝒚) + 𝐬𝐢𝐧 (𝒙 − 𝒚)) 

= ∫
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 (𝟒𝒙 + 𝟓𝒙) + 𝐬𝐢𝐧 (𝟒𝒙 − 𝟓𝒙)) 

= ∫
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 𝟗𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝒅𝒙  

=
𝟏

𝟐
 (

−𝟏

𝟗
 𝐜𝐨𝐬 𝟗𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙) + 𝑪 

 

 

 

 من الممكن استخدام المتطابقات  (2

 

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐 = 𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐 = 𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

 
 

إذا كانت الزوايا مختلفة في عملية الضرب   (3

 نستخدم المتطابقات 

   𝟏)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 

     =
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 (𝒙 + 𝒚) + 𝐬𝐢𝐧 (𝒙 − 𝒚)) 

 

    𝟐) 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 

     
𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬 (𝒙 + 𝒚) + 𝐜𝐨𝐬 (𝒙 − 𝒚)) 

 

    𝟑) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒚 

        
 𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬 (𝒙 − 𝒚) − 𝐜𝐨𝐬 (𝒙 + 𝒚)) 

 

 

 

 1مثال
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𝟒)  ∫
𝒅𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬
 𝒅𝒙 

 :   الحل  
 

𝟏        بالمرافق   الضرب + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

= ∫
𝒅𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 ×

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

= ∫
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
𝒅𝒙 

= ∫
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝒅𝒙 

=
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
𝒅𝒙 

= ∫
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
+

𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
×

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒅𝒙 

= ∫ 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 + 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝒅𝒙 

= −𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝐜𝐬𝐜 𝒙 + 𝑪 

 

 14صفحة                                                  

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝒂) ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟒𝒙 𝒅𝒙  

 :   الحل  
∫(𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)𝟐 𝒅𝒙 

 متطابقة      

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

= ∫ (
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙))

𝟐

 𝒅𝒙 

 

= ∫
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙)  𝒅𝒙 

= ∫
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 +

𝟏

𝟐
 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙))   𝒅𝒙  

=
𝟏

𝟒
 (𝒙 +

𝟐

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙) 

𝟏

𝟒
𝒙 +

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟖
𝒙 +

𝟏

𝟑𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 

𝟑

𝟖
𝒙 +

𝟏

𝟒
 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟑𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 

𝒃) ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙

𝝅

𝟔

𝟎

 

 :   الحل  
 متطابقة      

= ∫
𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙 − 𝒙) − 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙 + 𝒙)

𝝅

𝟔

𝟎

 

= ∫
𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝒙) − 𝐜𝐨𝐬 (𝟒𝒙))

𝝅

𝟔

𝟎

 

=
𝟏

𝟐
(

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 −

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙)|

𝟎

𝝅

𝟔

 

𝟏

𝟐
(

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟑
−

𝟏

𝟒
 𝐬𝐢𝐧

𝟐𝛑

𝟑
) 

−
𝟏

𝟐
 (

𝟏

𝟐
 𝐬𝐢𝐧 𝟎 −

𝟏

𝟒
 𝐬𝐢𝐧 𝟎) 

=
𝟏

𝟐
 (

𝟏

𝟐

√𝟑

𝟐
−

𝟏

𝟒

√𝟑

𝟐
) − 𝟎 

=
𝟏

𝟐
 (

√𝟑

𝟒
−

√𝟑

𝟖
 ) 

=
𝟏

𝟐
 (

√𝟑

𝟖
) =  

√𝟑

𝟏𝟔
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الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

31 

هالتكامل وتطبيقات  

 

𝒄) ∫
𝒅𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
  

 :   الحل  
𝟏الضرب بالمرافق والقسمة   − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 

∫
𝒅𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
×

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

= ∫
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 𝒅𝒙  

= ∫
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
   

= ∫
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
−

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
   

= ∫
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
−

𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 ×

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
   

= ∫ 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 − 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙   

= −𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝐜𝐬𝐜 𝒙 + 𝑪 

 

 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫ (𝟑 − 𝟔 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒙

𝟐
)  𝒅𝒙   

 : الحل  

= ∫(𝟑 − 𝟔 (
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙))  𝒅𝒙  

= ∫(𝟑 − 𝟑 + 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝒅𝒙  

= ∫ 𝟑𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 = 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪  

 

 

𝟐) ∫(𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙)  𝒅𝒙   

 : الحل  
 متطابقة 

= ∫ 𝟏 𝒅𝒙 = 𝒙 + 𝑪  
 

𝟑) ∫
𝟏 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
  𝒅𝒙   

 : الحل  
 توزيع البسط على المقام  

= ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
 +

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
+

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙 

= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 + 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙  𝒅𝒙 

= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 + 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝟏 

= ∫ 𝟐 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 + 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝟏 

= 𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝒙 + 𝑪 

 
 

∫
𝟓

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
 𝒅𝒙 =  

 

𝒂) 𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝑪                𝒃) − 𝟓 𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝑪 
𝒄) − 𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝑪            𝒅) 𝟓 𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝑪 

 : الحل  

= ∫ 𝟓 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙  𝒅𝒙   

= −𝟓 𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝑪                   𝒃  
 
 

 3مثال
 4مثال
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∫(𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 + 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙) 𝒅𝒙 
𝒂) 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪                𝒃) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪 
𝒄)𝟐 𝒙 + 𝑪                     𝒅) − 𝟐 𝒙 + 𝑪 

 : الحل  
= ∫ 𝟐(𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙) =  ∫ 𝟐 𝒅𝒙 = 𝟐𝒙 + 𝑪   

  𝒄  
 
 
 

∫
𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙

√𝒙
 𝒅𝒙 

𝒂) 𝟐𝒙
𝟑

𝟐 + 𝑪                   𝒃) 𝟐 √𝒙 + 𝑪 

𝒄) − 𝟐√𝒙 + 𝑪             𝒅) − 𝟐𝒙
𝟑

𝟐 + 𝑪 

 : الحل  
 متطابقة 

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 = 𝟏  

∫
𝟏

√𝒙
 𝒅𝒙 = ∫ 𝒙−

𝟏

𝟐  𝒅𝒙 

= 𝟐𝒙
𝟏

𝟐 + 𝑪 = 𝟐√𝒙 + 𝑪 

  𝒃  
 
 
 
 
 
 

 
 

∫ 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙 𝒅𝒙 

𝒂)
𝟏

𝟐
 𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙 + 𝑪        𝒃) 

−𝟏

𝟐𝟎
𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟎𝒙 + 𝑪 

𝒄) 
𝟏

𝟐𝟎
𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙 + 𝑪     𝒅)

−𝟏

𝟐𝟎
𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟎𝒙 + 𝑪 

 : الحل  
 متطابقة 

𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙 =
𝟏

𝟐
 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟎 𝒙   

∫
𝟏

𝟐
 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟎𝒙 𝒅𝒙 =

−𝟏

𝟐𝟎
𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟎𝒙 + 𝑪 

  𝒃  
 

 
 
 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫
𝟐

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙
 𝒅𝒙   

 : الحل  

= ∫
𝟐

𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙  

= ∫
𝟐

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
 𝒅𝒙  

= ∫
𝟐

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
 𝒅𝒙 = ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒅𝒙 

= 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝑪 

 

 

 5مثال

 6مثال

 7مثال

 8مثال
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𝟐) ∫
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙 

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙
 𝒅𝒙 

 : الحل  
 متطابقة 

∫
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙

𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝟏
 

= ∫
𝟏

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
+

𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 
 

= ∫
𝟏

𝟐
 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 

=
𝟏

𝟐
𝐭𝐚𝐧 𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪 

𝟑) ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
 𝒅𝒙 

 : الحل  
 متطابقة 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 

= ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
 

= ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙  𝒅𝒙  

= 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝑪 

𝟒) ∫
𝟏 

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 𝒅𝒙 

 : الحل  
 الضرب والقسمة بالمرافق 

= ∫
𝟏

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
×

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

= ∫
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

= ∫
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
 

 

= ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
−

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙 

= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝒅𝒙 

= 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝑪 

𝟓) ∫(𝐜𝐨𝐬𝟒𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙)  𝒅𝒙 

 : الحل  

= ∫(𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)(𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙) 

= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 × 𝟏 𝒅𝒙 

= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝒅𝒙  

=
𝟏

𝟐
 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝑪 

𝟔) ∫ √𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙 

 : الحل  

= ∫ √(𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
)

𝟐

𝟎 ≤ 𝒙 ≤
𝝅

𝟐
 

= ∫ |𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
| 

 موجب 

= −𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
+ 𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝒙

𝟐
+ 𝑪 

=
𝟏

𝟐
 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝑪 
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 الآتية:أجد كلاً من التكاملات 

𝟏) ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙 𝒅𝒙 

 : الحل  
 متطابقة 

= ∫
𝟏

𝟐
 (𝐬𝐢𝐧 (𝟖𝒙) + 𝐬𝐢𝐧 (−𝟐𝒙) 

=
𝟏

𝟐
(

−𝟏

𝟖
𝐜𝐨𝐬 𝟖𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 − 𝟐𝒙) + 𝑪 

𝟐) ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 𝒅𝒙 

 : الحل  
 متطابقة 

= ∫
𝟏

𝟐
 (𝐬𝐢𝐧 𝟕𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙) 𝒅𝒙 

=
𝟏

𝟐
(

−𝟏

𝟕
𝐜𝐨𝐬 𝟕𝒙 −

𝟏

𝟑
𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙) + 𝑪 

𝟑) ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝟖𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙  𝒅𝒙 

 : الحل  
 متطابقة 

∫
𝟏

𝟐
 (𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟏𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙) 𝒅𝒙 

=
𝟏

𝟐
(

𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟏𝒙

𝟏𝟏
+

𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙

𝟓
) + 𝑪 

 

 

 

 

 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫
𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 𝒅𝒙 

 : الحل  

= ∫
𝐜𝐨𝐬 (𝒙 + 𝟐𝒙)

𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝒅𝒙 

= ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

= ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
−

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 −
𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟐)𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 

= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝟐 (
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙))  𝒅𝒙 

=
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 − (𝒙 −

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙) + 𝑪 

 

 

 

 

 

 

 

 

 10مثال 9مثال
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, 𝒃 إذا كانت    𝒂   ععدين حقيقياً و𝒂 ≠ وكان   𝟎

𝒇(𝒙)  اقتراناً قابلاً للاشتقاق فإن 

𝟏) ∫
𝟏

𝒙
𝒅𝒙 = |𝒙| + 𝑪        𝒙 ≠ 𝟎 

𝟐) ∫
𝟏

𝒂𝒙 + 𝒃
𝒅𝒙 =

𝟏

𝒂
 𝐥𝐧 |𝒂𝒙 + 𝒃| + 𝑪   

                                                   𝒙 ≠ −
𝒃

𝒂
 

𝟑) ∫
𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 𝒅𝒙 =  𝐥𝐧 |𝒇(𝒙)| + 𝑪  

                                             𝒇(𝒙) ≠ 𝟎 

 تعني أن  

 ∫
 مشتقة  الاقتران 

 الاقتران 
= 𝐥𝐧 | الاقتران| + 𝑪 

 البسط = مشتقة المقام  

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫ (𝟐𝒆𝒙 +
𝟑

𝒙
)  𝒅𝒙 

 : الحل  
= 𝟐𝒆𝒙 + 𝟑 𝐥𝐧 |𝒙| + 𝑪 

 

 

 

𝟐) ∫
𝟏

𝟒𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙 

 : الحل  

=
𝟏

𝟒
 𝐥𝐧 |𝟒𝒙 − 𝟏| + 𝑪 

𝟑) ∫
𝟐𝒙𝟓 − 𝟒

𝒙
  𝒅𝒙 

 : الحل  

= ∫ (
𝟐𝒙𝟓

𝒙
−

𝟒

𝒙
)  𝒅𝒙  

= ∫ (𝟐𝒙𝟒 −
𝟒

𝒙
)   𝒅𝒙  

=
𝟐

𝟓
 𝒙𝟓 − 𝟒 𝐥𝐧 |𝒙| + 𝑪 

𝟒) ∫
𝟐𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏
𝒅𝒙 

 : الحل  
 نلاحظ أن البسط = مشتقة المقام 

= 𝐥𝐧 |𝒙𝟐 − 𝟏| + 𝑪 

𝟓) ∫
𝟔𝒙

𝒙𝟐 + 𝟗
𝒅𝒙 

 : الحل  
𝟐𝒙مشتقة المقام  = 

=
معامل البسط

معامل الاشتقاق 
 𝒍𝒏 | المقام| 

=
𝟔

𝟐
 𝐥𝐧 |𝒙𝟐 + 𝟗| 

= 𝟑 𝐥𝐧 |𝒙𝟐 + 𝟗| + 𝑪 

 

 

 

تكاملات ينتج منها اقتران  
 لوغاريتمي طبيعي 

 مفهوم أساسي  

 1مثال
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𝟔) ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟑 + 𝟐𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒅𝒙 

 : الحل  
𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝟐مشتقة المقام  = 

=
𝟏

𝟐
 𝐥𝐧 |𝟑 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙| + 𝑪 

𝟕) ∫ 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝒅𝒙 

 : الحل  

= ∫
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 𝒅𝒙  

 البسط = مشتقة المقام 

= − 𝐥𝐧 |𝐜𝐨𝐬 𝒙| + 𝑪 

𝟖) ∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝒅𝒙 

 : الحل  
𝐬𝐞𝐜 𝒙نضرب البسط والمقام بـ  + 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

= ∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 ×
𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙
  

= ∫
𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 + 𝐬𝐞𝐜 𝒙𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙
  

 البسط = مشتقة المقام 

=  𝐥𝐧 |𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙| + 𝑪 

 

 16صفحة                                              

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝒂) ∫ (𝐬𝐢𝐧 𝒙 −
𝟓

𝒙
)  𝒅𝒙  

 : الحل  
=  −𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟓𝐥𝐧 |𝒙| + 𝑪 

 

𝒃) ∫
𝟓

𝟑𝒙 + 𝟐
 𝒅𝒙  

 : الحل  

=
𝟓

𝟑
 𝐥𝐧 |𝟑𝒙 + 𝟐| + 𝑪 

𝒄) ∫
𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟐

𝒙𝟐
 𝒅𝒙  

 : الحل  

= ∫
𝒙𝒙

𝒙𝟐
−

𝟕𝒙

𝒙𝟐
+

𝟐

𝒙𝟐
 𝒅𝒙  

= ∫ 𝟏 −
𝟕

𝒙
+ 𝟐𝒙−𝟐  𝒅𝒙  

= 𝒙 − 𝟕𝐥𝐧 |𝒙| − 𝟐 𝒙−𝟏 + 𝑪 

= 𝒙 − 𝟕𝐥𝐧 |𝒙| −
𝟐

𝒙
+ 𝑪 

𝒅) ∫
𝟐𝒙 + 𝟑

𝒙𝟐 + 𝟑𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  
 البسط = مشتقة المقام 

= 𝐥𝐧 |𝒙𝟐 + 𝟑𝒙| + 𝑪 

𝒆) ∫
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝟐−مشتقة المقام  = 

= −
𝟏

𝟐
 𝐥𝐧 |𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙| + 𝑪 

 

 

 

 2مثال
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𝒇) ∫ 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝒅𝒙  

= ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝐜𝐨𝐬 𝒙مشتقة المقام  = 

=  𝐥𝐧 |𝐬𝐢𝐧 𝒙| + 𝑪 
 

𝒈) ∫
𝒆𝒙

𝒆𝒙 + 𝟕
 𝒅𝒙  

 : الحل  
=مشتقة المقام  𝒆𝒙  البسط  =

=  𝐥𝐧 |𝒆𝒙 + 𝟕| + 𝑪 

𝒉) ∫ 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  
 نضرب البسط والمقام بـ 

𝒄𝒔𝒄 𝒙 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙 

= ∫ 𝐜𝐬𝐜 𝒙 ×
𝐜𝐬𝐜 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙

𝐜𝐬𝐜 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙
 

= ∫
𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 + 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙

𝐜𝐬𝐜 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙
 

𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙−مشتقة المقام  − 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 = 

− 𝐥𝐧 |𝐜𝐬𝐜 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙|  

 

 

 

 

 

 

 التكاملات الآتية:أجد كلاً من 

𝟏) ∫
𝟓

𝒙 + 𝒆
 𝒅𝒙  

 : الحل  
=  𝟓 𝐥𝐧 |𝒙 + 𝒆| + 𝑪 
 

𝟐) ∫
√𝒙

𝒙√𝒙 + 𝟏
 𝒅𝒙  

 : الحل  
  مشتقة المقام

𝒙
𝟏

𝟐√𝒙
+ √𝒙 =

𝟏

𝟐
√𝒙 + √𝒙 

=
𝟑

𝟐
 √𝒙 

=
𝟏
𝟑

𝟐

 𝐥𝐧 |𝒙√𝒙 + 𝟏| + 𝑪 

=
𝟐

𝟑
 𝐥𝐧 |𝒙√𝒙 + 𝟏| + 𝑪 

𝟑) ∫
√𝒙
𝟑

𝟓 − 𝟑√𝒙
𝟑  𝒅𝒙  

 : الحل  

= ∫
𝒙

𝟏

𝟑

𝟓 − 𝒙
𝟒

𝟑

 

= مشتقة المقام
𝟒
𝟑̅ 

 𝒙
𝟏

𝟑 =   

−𝟑

𝟒
 𝐥𝐧 |𝟓 − 𝒙

𝟒

𝟑| + 𝑪 

 

 

 3مثال
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𝟒) ∫
𝟏

𝒙𝟏𝟎 + 𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  

= ∫
𝟏

𝒙𝟏𝟎(𝒙 + 𝒙−𝟗)
𝒅𝒙 

= ∫
𝒙−𝟏𝟎

𝟏 + 𝒙−𝟗
𝒅𝒙 

𝟗𝒙−𝟏𝟎−مشتقة المقام  =  

=  
−𝟏

𝟗
 𝐥𝐧  |𝟏 + 𝒙−𝟗| + 𝑪 

 

𝟓) ∫
𝟏 + 𝐥𝐧 𝒙

𝟑 + 𝒙 𝐥𝐧 𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  
  =مشتقة المقام

𝒙 (
𝟏

𝒙
) + 𝐥𝐧 𝒙 = 𝟏 + 𝐥𝐧 𝒙 

 البسط                            

=   𝐥𝐧  |𝟑 + 𝒙 𝐥𝐧 𝒙| + 𝑪 

𝟔) ∫
𝟓 + 𝟓 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐭 𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  

𝟓 ∫
𝟏 + 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐭 𝒙
𝒅𝒙 

= ∫
𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐭 𝒙
𝒅𝒙 

   =    𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙−مشتقة المقام

= −𝟓 𝐥𝐧 |𝐜𝐨𝐭 𝒙| + 𝑪 

 

 

 

 

𝟕) ∫
𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟒

𝟓

𝟑

 

 : الحل  

= ∫
𝒙 − 𝟐

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)

𝟓

𝟑

𝒅𝒙  

= ∫
𝟏

𝒙 + 𝟐

𝟓

𝟑

𝒅𝒙  

=  𝐥𝐧 |𝒙 + 𝟐|

 
 
 
|

𝟑

𝟓

 

= 𝐥𝐧 𝟕 − 𝐥𝐧 𝟓 

= 𝐥𝐧 (
𝟕

𝟓
) 

 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝟏) ∫
𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙 − 𝟒

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  

= ∫
𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
−

𝟒

𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝒅𝒙 

= ∫(𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝟒𝐬𝐞𝐜 𝒙) 𝒅𝒙 

= ∫
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) − 𝟒𝐬𝐞𝐜 𝒙 ×

𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙
 

=
𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙) − 𝟒 𝐥𝐧 |𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙| + 𝑪 

 

 

 

 

 4مثال



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

39 

هالتكامل وتطبيقات  

 

𝟐) ∫
𝒅𝒙

√𝒙 − 𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  

= ∫
𝟏

√𝒙(𝟏 − √𝒙)
𝒅𝒙 

= ∫

𝟏

√𝒙̅̅ ̅̅

(𝟏 − √𝒙)
𝒅𝒙 

−مشتقة المقام 
𝟏

𝟐√𝒙̅̅ ̅̅ ̅̅ 

= −𝟐 𝐥𝐧 |𝟏 − √𝒙| + 𝑪 

= 𝐥𝐧 |
𝟏

(𝟏 − √𝒙)
𝟐| + 𝑪 

𝟑) ∫
𝒙𝟓 + 𝟔𝒙𝟑 + 𝟗𝒙

(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟑
 𝒅𝒙  

 : الحل  

∫
𝒙(𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗)

(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟑
 

= ∫
𝒙(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟐

(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟑
= ∫

𝒙

𝒙𝟐 + 𝟑
𝒅𝒙  

=
𝟏

𝟐
 𝐥𝐧 |𝒙𝟐 + 𝟑| + 𝑪 

= 𝐥𝐧 |√𝒙𝟐 + 𝟑| + 𝑪 

𝟒) ∫
𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝟐 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙
 𝒅𝒙  

 : الحل  
  =   𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙ة المقام تق مش

= 𝐥𝐧 |𝟐 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙| + 𝑪 

 

 

 

 

اممقالبسط أكبر من أو تساوي درجة الدرجة 
لايجاد تكامل الاقترانات النسبية التي يكون فيها درجة  

البسط أكبر من أو يساوي درجة المقام نتبع الخطوات 

 التالية: 

( نجد ناتج وباقي قسمة البسط على المقام إما  1

 بطريقة القسمة الطويلة أو الجدول 
 

 ( نكتب الناتج والباقي باستخدام خوارزمية القسمة  2

المقسوم 

المقسوم  عليه 
= الناتج  +

الباقي 

المقسوم  عليه 
 

 

 ( اجراء التكامل  3

 

 
 

∫
𝒙𝟑 + 𝒙

𝒙 − 𝟏
  𝒅𝒙    أجد 

 : الحل  
تستخدم القسمة الطويلة أو الجدول لأن درجة البسط 

 أكبر من درجة المقام 

𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟐 

        𝒙 − 𝟏          𝒙𝟑 + 𝒙 
                         −𝒙𝟑 ± 𝒙𝟐 

                           
𝒙𝟐 + 𝒙
𝒙𝟐 ± 𝒙

 

                           
𝟐𝒙

−𝟐𝒙 ± 𝟐 

                                   𝟐 

 

 

 تكامل الاقترانات النسبية

 1مثال
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 أو الجدول       
 

 𝟐 𝒙 𝒙𝟐 × 

𝟐 𝟐𝒙 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙 

 𝟐 −𝒙 −𝒙𝟐 −𝟏 

 

 نكتب نتيجة القسمة 

∫
𝒙𝟑 + 𝒙

𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 = ∫ 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟐 +

𝟐

𝒙 − 𝟏
 

 

=
𝒙𝟑

𝟑
+

𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 |𝒙 − 𝟏| + 𝑪 

 

 17صفحة                                               

 

∫
𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟏
𝒅𝒙    أجد 

 : الحل  
                                  𝒙 

        𝒙 + 𝟏          𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 

                               −𝒙𝟐 + 𝒙         

                                      𝟏 

∫
𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 = ∫ 𝒙 +

𝟏

𝒙 + 𝟏
 

=
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝐥𝐧 |𝒙 + 𝟏| + 𝑪 

 

 

 

 

 

 
 

∫
𝟔𝒙

𝟑𝒙 + 𝟐
𝒅𝒙    أجد 

 : الحل  
 م ادرجة البسط = درجة المق

                                  𝟐 

        𝟑𝒙 + 𝟐          𝟔𝒙 

                             𝟔𝒙 + 𝟒         

                                −𝟒 

∫ 𝟐
−𝟒

𝟑𝒙 + 𝟐
𝒅𝒙 

= 𝟐𝒙 −
𝟒

𝟑
 𝐥𝐧 |𝟑𝒙 + 𝟐| + 𝑪 

 

 
 

∫
𝟏𝟐 𝒙𝟐

𝟐𝒙 + 𝟏
𝒅𝒙    أجد 

 : الحل  
 درجة البسط أكبر من درجة المقام 

𝟔𝒙 − 𝟑 

        𝟐𝒙 + 𝟏          𝟏𝟐𝒙𝟐 

                         −𝟏𝟐𝒙𝟐 ∓ 𝟔𝒙 

                           
−𝟔𝒙

±𝟔𝒙 ± 𝟑 

                               +𝟑 

∫
𝟏𝟐𝒙𝟐

𝟐𝒙 + 𝟏
  = ∫ 𝟔𝒙 − 𝟑 +

𝟑

𝟐𝒙 + 𝟏
 

=
𝟔𝒙𝟐

𝟐
− 𝟑𝒙 +

𝟑

𝟐
 𝐥𝐧 |𝟐𝒙 + 𝟏| 

= 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 +
𝟑

𝟐
|𝟐𝒙 + 𝟏| + 𝑪 

           الناتج             

 الباقي 

 المقسوم عليه 

 2مثال

 3مثال

 4مثال
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لإيجاد تكامل الاقترانات المتشعبة نستخدم قاعدة تجزئة 

ً  𝒇(𝒙)التكامل فإذا كان   متصلاً على الفترة  اقترانا

[𝒂, 𝒃]  : فإن 

 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒄

𝒂

𝒃

𝒂

 

 

ويجب اعادة تعريف القيمة المطلقة ثم إيجاد تكامل كل  

 الجزئية. قاعدة فترتها 

 

 

𝒇(𝒙)إذا كان   = {
𝟏𝟐, 𝒙 < 𝟐

𝟑𝒙𝟐, 𝒙 ≥ 𝟐
 فأجد قيمة   

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟒

𝟏

 

 : الحل  

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 =
𝟒

𝟏

∫ 𝟏𝟐 𝒅𝒙
𝟐

𝟏

+ ∫ 𝟑𝒙𝟐 𝒅𝒙
𝟒

𝟐

 

 
= 𝟏𝟐𝒙

 
|

𝟏

𝟐  
+  𝒙𝟑

 
|

𝟐

𝟒

 

= 𝟏𝟐 (𝟐 − 𝟏) + (𝟒𝟑 − 𝟐𝟑) 

= 𝟔𝟖 

 

 

𝒇(𝒙)إذا كان   = |𝒙|   فأجد قيمة 

 : الحل  
 

 نعيد تعريف القيمة المطلقة 

 

𝒙 = 𝟎    
 

 

𝒇(𝒙) = {
−𝒙, 𝒙 < 𝟎

𝒙, 𝒙 ≥ 𝟎
 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 =
𝟔

−𝟐

∫ −𝒙 𝒅𝒙
𝟎

−𝟐

+ ∫ 𝟑𝑿𝟐 𝒅𝒙
𝟔

𝟎

 

=
−𝒙𝟐

𝟐
|

−𝟐

𝟎

+
𝒙𝟐

𝟐
|

𝟎

𝟔

 

=
−𝟏

𝟐
(𝟎𝟐 − (−𝟐)𝟐) +

𝟏

𝟐
(𝟔𝟐 − 𝟎𝟐)  

= 𝟐𝟎 
 

 

 

𝒇(𝒙)إذا كان   = |𝟒 − 𝒙𝟐|   فأجد قيمة 

 : الحل  
 نعيد تعريف القيمة المطلقة 

𝟒 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟶ 𝒙 = ±𝟐  

 

   

 
 

 

 

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 =
𝟑

𝟎

∫ (𝟒 − 𝒙𝟐) 𝒅𝒙
𝟒

𝟎

+ ∫ (𝒙𝟐 − 𝟒) 𝒅𝒙
𝟑

𝟐

 

= (𝟒𝒙 −
𝟏

𝟑
𝒙𝟑)|

𝟎

𝟐

+ (
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 − 𝟒𝒙)|

𝟐

𝟑

 

= (𝟒(𝟐) −
𝟏

𝟑
(𝟐)𝟑) − (𝟒(𝟎)

𝟏

𝟑
(𝟎)𝟑)  

+ (
𝟏

𝟑
(𝟑)𝟑 − 𝟒(𝟑)) − (

𝟏

𝟑
(𝟐)𝟑 − 𝟒(𝟐)) 

=
𝟐𝟑

𝟑
 

 تكامل الاقترانات المتشعبة

 1مثال

 2مثال

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟔

−𝟐

 

 

−𝒙                𝒙 

 3مثال

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟑

𝟎

 

 

𝒙𝟐 − 𝟒            𝟒 − 𝒙𝟐                  𝒙𝟐 − 𝟒 
−                    +                            − 

𝟎 
−𝟐                                𝟐 

𝟑 
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 19صفحة                                                                   

a )  إذا كان𝒇(𝒙) = {
𝟏 + 𝒙, 𝒙 < 𝟏
𝟐𝒙    , 𝒙 ≥ 𝟏

 فأجد قيمة   

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟑

−𝟏

 

 : الحل  

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 =
𝟑

−𝟏

∫ (𝟏 + 𝒙) 𝒅𝒙
𝟏

−𝟏

+ ∫ 𝟐𝒙 𝒅𝒙
𝟑

𝟏

 

= 𝒙 +
𝒙𝟐

𝟐
 |

−𝟏

𝟏

+  𝒙𝟐|
𝟏

𝟑 

= (𝟏 +
(𝟏)𝟐

𝟐
) − (−𝟏 +

(−𝟏)𝟐

𝟐
) 

+ (𝟑)𝟐 − (𝟏)𝟐  

= (𝟏 +
𝟏

𝟐
) − (−𝟏 +

𝟏

𝟐
) + 𝟖  

𝟑

𝟐
+

𝟏

𝟐
+ 𝟖 = 𝟏𝟎 

 

b )  إذا كان𝒇(𝒙) = |𝟏 − 𝒙|   فأجد قيمة 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟐

−𝟐

 

 : الحل  
 نعيد تعريف القيمة المطلقة 

𝟏 − 𝒙 = 𝟎     ⟶   𝒙 = 𝟎  
 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙) = {
𝟏 − 𝒙, 𝒙 < 𝟏
𝒙 − 𝟏, 𝒙 ≥ 𝟏

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 =
𝟐

−𝟐

∫ (𝟏 − 𝒙) 𝒅𝒙
𝟏

−𝟐

+ ∫ (𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙
𝟐

𝟏

 

=  𝒙 −
𝒙𝟐

𝟐
|

𝟐

𝟏

  +  
𝒙𝟐

𝟐
− 𝒙|

𝟏

𝟐

 

= (𝟏 −
𝟏

𝟐
) − (−𝟐 −

(−𝟐)𝟐

𝟐
) + (𝟐 − 𝟐) − (

𝟏

𝟐
− 𝟏) 

=
𝟏

𝟐
− (−𝟒) +

𝟏

𝟐
=

𝟏

𝟐
+ 𝟒 +

𝟏

𝟐
 

=
𝟏

𝟐
+ 𝟒 +

𝟏

𝟐
= 𝟓 

c )  إذا كان𝒇(𝒙) = |𝒙𝟐 −  فأجد قيمة   |𝟏

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟎

−𝟒

 

 : الحل  
 نعيد تعريف القيمة المطلقة 

 

𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎   ⟶    𝒙 = ±𝟏   

 

 

   

 

𝒇(𝒙) {
𝒙𝟐 − 𝟏    ,   𝒙 ≤ −𝟏         

𝟏 − 𝒙𝟐    ,   − 𝟏 < 𝒙 < 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏  ,    𝒙 ≥ 𝟏              

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 =
𝟎

−𝟒

∫ (𝒙𝟐 − 𝟏) 𝒅𝒙
−𝟏

−𝟒

+ ∫ 𝟏 − 𝒙𝟐
𝟎

−𝟏

 

=
𝒙𝟑

𝟑
− 𝒙|

−𝟒

−𝟏

  +  𝒙
−𝒙𝟑

𝟑
|

−𝟏

𝟎

 

= (
−𝟏

𝟑
+ 𝟏) − (

−𝟔𝟒

𝟑
+ 𝟒)  

 

 4مثال

𝟏 − 𝒙            𝒙 − 𝟏 
      +                         −  

𝟏 

+                          −                   + 

−𝟏                         𝟏 

𝟎 

𝒙𝟐 − 𝟏                  𝒙 − 𝒙𝟐          𝒙𝟐 − 𝟏 

−𝟒 
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+ (𝟎 −
𝟎𝟑

𝟑
) − (−𝟏 +

𝟏

𝟑
)  

=
𝟐

𝟑
+

𝟓𝟐

𝟑
+ 𝟏 −

𝟏

𝟑
 

𝟓𝟑

𝟑
+ 𝟏 =

𝟓𝟔

𝟑
 

 

 

 قيمة التكامل   

𝒂) − 𝟐                   𝒃)  𝟐 
𝒄)𝟏 𝟒                      𝒅)𝟕 

 : الحل  
 

 

 

∫ |𝟐𝒙 − 𝟒|𝒅𝒙 =
𝟏

𝟑

+ ∫|𝟐𝒙 − 𝟒|  

= − ∫ (𝟒 − 𝟐𝒙)𝒅𝒙 + ∫ (𝟐𝒙 − 𝟒) 𝒅𝒙
𝟑

𝟐

𝟐

𝟏

 

= −(𝟒𝒙 − 𝒙𝟐)|
𝟏

𝟐
+ (𝒙𝟐 − 𝟒𝒙)|

𝟏

𝟐
  

= ((𝟒 − 𝟑) + (−𝟑 + 𝟒)) 

= −(𝟏 + 𝟏) = −𝟐 

𝒂  

 

 

 

∫ √𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏  𝒅𝒙
𝟐

𝟏

 جد 

 : الحل  

∫ √(𝒙 − 𝟏)𝟐 =  ∫ |𝒙 − 𝟏|𝒅𝒙
𝟐

𝟏

𝟐

𝟏

 

 

 

 

 

 
 

∫ (𝒙 −)𝒅𝒙 =
𝒙𝟐

𝟐
− 𝒙 

𝟐

𝟏

|
𝟏

𝟐

 

=
𝟏

𝟐
 

 

∫ |𝐬𝐢𝐧 𝒙| 𝒅𝒙

𝟑𝝅

𝟐

𝝅

 جد 

 : الحل  
𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎  

⟶ 𝒙 = 𝟎  , 𝝅 , 𝟐𝝅 
 

 
 

= ∫ −𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙

𝟑𝝅

𝟐

𝝅

= 𝐜𝐨𝐬 𝒙|

𝝅

𝟑𝝅

𝟐

  

= 𝟎 − (−𝟏) = 𝟏 

 

∫ √𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 𝒅𝒙  
𝝅

−𝝅

 أوجد 

 : الحل  
 متطابقة 

= ∫ √𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
𝝅

−𝝅

𝒅𝒙 = ∫ |𝐬𝐢𝐧 𝒙| 𝒅𝒙
𝝅

−𝝅

 

 

 

 5مثال

∫ |𝟐𝒙 − 𝟒| 𝒅𝒙 
𝟏

𝟑

 

 

𝟒 − 𝟐𝒙          𝟐𝒙 − 𝟒 

𝟐 

 6مثال

𝟏 − 𝒙            𝒙 − 𝟏 
 

𝟏 

 7مثال

𝟎                                           𝟐𝝅 

𝐬𝐢𝐧 𝒙             − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 8مثال

−𝝅                       𝟎                    𝝅 

−𝐬𝐢𝐧 𝒙             𝐬𝐢𝐧 𝒙 
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= ∫ −𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙 + ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒅𝒙 
𝝅

𝟎

𝟎

−𝝅

 

 
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙

 
|

−𝝅

𝟎  
− 𝐜𝐨𝐬 𝒙

 
|

𝟎

𝝅

 

= 𝟏 + (−𝟏) − (−𝟏 − 𝟎)   

= 𝟏  

 

∫ √𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝒅𝒙  

𝝅

𝟐

𝟎

 أوجد 

 : الحل  
 متطابقة 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝟏 

= ∫ √𝟏 + 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝟏

𝝅

𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 

= ∫ √𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 

𝝅

𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 

= ∫ √𝟐

𝝅

𝟐

𝟎

|𝐜𝐨𝐬 𝒙| 𝒅𝒙 

 

 
 

= ∫ √𝟐

𝝅

𝟐

𝟎

 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

=  √𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙|
𝟎

𝝅

𝟐  

=  √𝟐 (𝐬𝐢𝐧
𝛑

𝟐
− 𝐬𝐢𝐧 𝟎) 

=  √𝟐 × 𝟏 =  √𝟐 

 

 
 

∫ 𝒙 |𝒙| 𝒅𝒙  
𝟏

−𝟏

  جد 

 : الحل  
 

 

𝒇(𝒙) = {
−𝒙𝟐, 𝒙 < 𝟎

𝒙𝟐  , 𝒙 ≥ 𝟎
 

= ∫ −𝒙𝟐 𝒅𝒙 + ∫ 𝒙𝟐 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

𝟎

−𝟏

 

= −
𝒙𝟑

𝟑
|

−𝟏

𝟎

+
𝒙𝟑

𝟑
|

𝟎

𝟏

 

= 𝟎 − (+
𝟏

𝟑
) +

𝟏

𝟑
=

−𝟏

𝟑
+

𝟏

𝟑
 

= 𝟎 
 

∫
|𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑|

𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙  

𝟒

𝟐

 أوجد 

 : الحل  
 نعيد تعريف القيمة المطلقة 

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 = 𝟎  

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

⟶ 𝒙 = 𝟑            𝒙 = 𝟏 

 

 

 

= ∫
−(𝒙 − 𝟑) (𝒙 − 𝟏)

𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 +

𝟑

𝟏

  

∫
−(𝒙 − 𝟑) (𝒙 − 𝟏)

𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙

𝟒

𝟑

 

 9مثال

   𝟎                               𝝅 

+ + + + + + + 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 10مثال

−𝒙𝟐                𝒙𝟐 

   𝟎 

−                     + 

 11مثال

+                          −                   + 

𝟏                         𝟑 

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑      − 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑      𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 
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= ∫ −𝒙 + 𝟑 + ∫ 𝒙 − 𝟑 𝒅𝒙
𝟒

𝟑

𝟑

𝟐

 

= −
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟑𝒙|

𝟐

𝟑

+ 
𝒙𝟐

𝟐
− 𝟑𝒙|

𝟑

𝟒

 

= (
−𝟗

𝟐
+ 𝟗) − (

−𝟒

𝟐
+ 𝟔) 

+ (
𝟏𝟔

𝟐
− 𝟏𝟐) − (

𝟗

𝟐
− 𝟗)  

= −𝟏 

 

𝒇(𝒙)إذا كان   = {
|𝟐𝒙 − 𝟐| , 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟒
𝟐𝒂           , 𝟒 < 𝒙 < 𝟓

 وكان   

𝒂   جد  قيمة ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟐 
𝟓

𝟎

 

 : الحل  
𝟐𝒙 − 𝟐 = 𝟎   ⟶   𝒙 = 𝟏  

 

 
 

   

 

= ∫ (𝟐 − 𝟐𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ (𝟐𝒙 − 𝟐) 𝒅𝒙
𝟒

𝟏

𝟏

𝟎

+ ∫ 𝟐𝒂 𝒅𝒙
𝟓

𝟒

 

 
= 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐

 
|

𝟎

𝟏  
+ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙

 
|

𝟏

𝟒

𝟐𝒂 (𝟓 − 𝟒) 

(𝟐 − 𝟏) + (𝟏𝟔 − 𝟖) − (𝟏 − 𝟐) + 𝟐𝒂 = 𝟐 

𝟏 + 𝟖 + 𝟏 + 𝟐𝒂 = 𝟐 

𝟖 + 𝟐𝒂 = 𝟎 

𝟐𝒂 = −𝟖  ⟶ 𝒂 = −𝟒 

 

 

 

 

 

∫  جد  قيمة   𝒂 ؟ |𝟐𝒙 − 𝟐| 𝒅𝒙 = 𝟓
𝒂

𝟎

 

 : الحل  
𝟐𝒙 − 𝟐 = 𝟎  

⟶ 𝒙 = 𝟏 
 

 
 

∫ (𝟐 − 𝟐𝒙)𝒅𝒙 + ∫ (𝟐𝒙 − 𝟐)𝒅𝒙 = 𝟓
𝒂

𝟏

𝟏

𝟎

 
 

𝟐𝒙 − 𝒙𝟐

 
|

𝟎

𝟏  
+ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙

 
|

𝟏

𝒂

= 𝟓 

(𝟐 − 𝟏) + (𝒂𝟐 − 𝟐𝒂) − (𝟏 − 𝟐) = 𝟓  

𝟏 + 𝒂𝟐 − 𝟐𝒂 + 𝟏 = 𝟓  

𝒂𝟐 − 𝟐𝒂 + 𝟐 = 𝟓 

𝒂𝟐 − 𝟐𝒂 − 𝟑 = 𝟎 

(𝒂 − 𝟑)(𝒂 + 𝟏) 

𝒂 = 𝟑  

𝒂 = −𝟏 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 12مثال

𝟎        𝟏      

𝟐 − 𝟐𝒙                  𝟐𝒙 − 𝟐 

𝟒        𝟓 

 31مثال

𝟎                      𝟏                     𝒂 

𝟐 − 𝟐𝒙                  𝟐𝒙 − 𝟐 

 ملاحظة  

عنـد إيجـاد التكـامـل المحـدود لأقتران  

ــترط أن يكون  ه لا يشــ أنـ ب فـ ــعـ متشــ

الاقتران متصــــلاً عند نقطة التشــــعب  

قــاعــدة الاقتران  والمهم هو أن تكون 

ــه من  فترة جزئي كــل  ــه على  ــل متصــ

 التكامل 
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الشرط الأولي 
 

ــران الاصــلي ،  ــق الأقت ــة تحق ــو نقط ــي ه الشــرط الأول

وانــه 𝑪 ويمكــن بتعويضــها إيجــاد قيمــة ثابــت التكامــل 

ــذي  ــد الـ ــلي الوحيـ ــران الأصـ ــاد الاقتـ ــا إيجـ ــن بهـ يمكـ

 يحقق شرط المسألة. 

 

  من الحياة               
 

ــاد  ــتعمال مض ــرة باس ــي بحي ــو: ف ــالج التل ــو: : يع تل

إذا كــان عــدد الخلايــا البكتيريــة الضــارة فــي  للبتكيريــا

𝑵′(𝒕)البحيــــــرة يتعيــــــر بمعــــــدل  =  
−𝟐𝟎𝟎𝟎 𝒕

   𝟏 + 𝒕𝟐 
 

ــث  ــن  𝑵(𝒕)حي ــر م ــل مليلت ــة لك ــا البكتيري عــدد الخلاي

ــد  ــاء بعـ ــد  𝒕المـ ــاد ، فأجـ ــتعمال المضـ  𝑵(𝒕)مـــن اسـ

  𝟓𝟎𝟎𝟎علمـــاً بـــأن العـــدد الابتـــدائ ي للخلايـــا هـــو 

 خليه لكل مليلتر 

 : الحل  

𝑵(𝒕) =  ∫ 𝑵′(𝒕) 𝒅𝒕 

=  ∫ −
𝟐𝟎𝟎𝟎 𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐 
 𝒅𝒕  

= −𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝟏 + 𝐭𝟐| + 𝑪 

 𝑪نجد قيمة الثابت 

𝑵(𝟎)                            العدد الابتدائي = 𝟓𝟎𝟎𝟎 

𝟓𝟎𝟎𝟎 = −𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐥𝐧 (𝟏 + 𝟎𝟐) + 𝑪 

           =  −𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐥𝐧 (𝟎) + 𝑪 

𝟓𝟎𝟎𝟎 = 𝟎 + 𝑪 

𝑵(𝒕) = −𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐥𝐧 (𝟏 + 𝒕𝟐) + 𝟓𝟎𝟎𝟎 

 

 

 

 

 20صفحة                                             

تلو:: تسرب نفط من ناقلة بحرية مكوناً بقعة دائرية 

 ، قدماً بعد 𝑹(𝒕)الشكل على سطح الماء نصف قطرها 

𝒕   دقيقة من بدء التسرب إذا كان نصف قطرها الدائرة

𝑹′(𝒕)يزداد بمعدل   =  
𝟐𝟏

𝟎. 𝟎𝟕 𝒕 + 𝟓
 𝑹(𝒕)فأجد  

𝑹علماً بأن   = 𝒕عندما   𝟎 = 𝟎. 

 : الحل  

𝑹(𝒕) =  ∫
𝟐𝟏

𝟎. 𝟎𝟕 𝒕 + 𝟓
 𝒅𝒕 

𝑹(𝒕) =
𝟐𝟏

𝟎. 𝟎𝟕
 𝐥𝐧 |𝟎. 𝟎𝟕 𝒕 + 𝟓| + 𝑪 

        = 𝟑𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝟎. 𝟎𝟕 𝒕 + 𝟓| + 𝑪 

𝑹(𝟎) = 𝟎  

𝟎 = 𝟑𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝟓| + 𝑪 

𝑪 = −𝟑𝟎𝟎 𝐥𝐧 𝟓 

𝑹(𝒕) = 𝟑𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝟎. 𝟎𝟕𝒕 + 𝟓| − 𝟑𝟎𝟎 𝐥𝐧 𝟓 

 

 

 

   مسألة اليوم              

يوماً  𝒕عدد الخلايا البكترية بعد   𝑷(𝒕)يمثل الاقتران 

من بدء دراستها في مجتمع بكتيري إذا كان عدد هذه  

خليه فأجد عددها   𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎الخلايا عند بدء الدراسة  

يوماً من بدء الدراسة   12في المجتمع البكتيري بعد 

 علماً بأنها تتعير بمعدل 

 𝑷′(𝒕) = 𝟐𝟎𝟎𝒆𝟎.𝟏 𝒕 + 𝟏𝟓𝟎 𝒆−𝟎.𝟎𝟑 𝒕 

 : الحل  

𝑷(𝒕) =  ∫ 𝟐𝟎𝟎 𝒆𝟎.𝟏 𝒕 + 𝟏𝟓𝟎 𝒆−𝟎.𝟎𝟑 𝒕  𝒅𝒕 

=
𝟐𝟎𝟎 𝒆𝟎.𝟏 𝒕

𝟎. 𝟏
−

𝟏𝟓𝟎

𝟎. 𝟎𝟑
 𝒆−𝟎.𝟎𝟑 𝒕 + 𝑪 

 تطبيقات التكامل 

 1مثال

 2مثال

 3مثال
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= 𝟐𝟎𝟎𝟎 𝒆𝟎.𝟏 𝒕 − 𝟓𝟎𝟎𝟎 𝒆−𝟎.𝟎𝟑𝒕 + 𝑪 

𝑷(𝟎) = 𝟐𝟎𝟎𝟎 − 𝟓𝟎𝟎𝟎 + 𝑪 

𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 = −𝟑𝟎𝟎𝟎 + 𝑪 

𝑪 = 𝟐𝟎𝟑𝟎𝟎𝟎 

𝑷(𝒕) = 𝟐𝟎𝟎𝟎 𝒆𝟎.𝟏 𝒕 − 𝟓𝟎𝟎𝟎 𝒆−𝟎.𝟎𝟑 𝒕 

≈ 𝟐𝟎𝟔𝟏𝟓𝟐 

 

 
 

𝒇′(𝒙)إذا كان   = 𝟑𝒙𝟐 − 𝒇(𝟏)وكان   𝟐 = 𝟏 

 .𝒇(𝒙)فأوجد قاعدة 

 : الحل  

𝒇(𝒙) =  ∫ 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙  

          =  ∫(𝟑𝒙𝟐 − 𝟐) 𝒅𝒙  

= 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙 + 𝑪 

𝒇(𝟏) = 𝟏 − 𝟐 + 𝑪 = 𝟎 

𝑪 = 𝟐 

 قاعدة الاقتران 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙 + 𝟐 

 

 

جد معادلة المنحنى الذي ميل المماس له عند أي نقطة  

(𝒙, 𝒚)   تعطى بالعلاقة 
 𝒅𝒚 

 𝒅𝒙 
=

 𝒙𝟑 + 𝟖 

 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒 
  

𝒙عند  (𝒙)والذي يقطع محور   = 𝟑. 

 

 

 : الحل  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇′(𝒙) =

𝒙𝟑 + 𝟖

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒
 

𝒇(𝒙) =  ∫
𝒙𝟑 + 𝟖

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒
 𝒅𝒙 

=  ∫
(𝒙 + 𝟐)(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒)

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒
 𝒅𝒙 

=  ∫(𝒙 + 𝟐)  𝒅𝒙 

=
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐𝒙 + 𝑪 

,𝟑)لكن    𝒙نقطة التقاطع مع المحور   (𝟎

⟶ 𝒇(𝟑) =
𝟗

𝟐
+ 𝟔 + 𝑪 = 𝟎 

⟶ 𝑪 =
−𝟐𝟏

𝟐
 

⟹ 𝑪 = −
𝟐𝟏

𝟐
  

⟹ 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 −

𝟐𝟏

𝟐
 

 

 

𝒇′(𝒙)إذا كانت   = 𝟐𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙  وكان𝒇(𝝅) = 𝟑 

 .  𝒇(𝒙)جد قاعدة 

 : الحل  

𝒇(𝒙) =  ∫ 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙 

         =  ∫(𝟐𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) 𝒅𝒙 

= 𝒙𝟐 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪 

𝒇(𝝅) = 𝝅𝟐 + 𝐜𝐨𝐬 𝛑 + 𝐂 = 𝟑 

 

 4مثال

 5مثال

 6مثال
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𝝅𝟐 − 𝟏 + 𝑪 = 𝟑  

𝑪 = 𝟒 − 𝝅𝟐 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝟒 − 𝝅𝟐 

 

 

 

كثير حدود من الدرجة الثالثة بحيث أن   𝒇إذا كان  

𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − ,𝟎)وكانت النقطة   𝟐 تقع   (𝟏

 . 𝒇على منحناه جد قاعدة الاقتران  

 : الحل  
𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐  

𝒇(𝒙) = ∫(𝟑𝒙𝟐 − 𝟐) 𝒅𝒙  

= 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙 + 𝑪 
𝒇(𝟎) = 𝟏  
𝟎 − 𝟎 + 𝑪 = 𝟏  
⟶ 𝑪 = 𝟏 
𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙 + 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
الحركة في مسار مستقيم 

  𝒕هو التعير في موقع الجسم عند الزمن   :الازاحة •

,𝒕𝟏]الازاحة على الفترة الزمنية   𝒕𝟐]  هي 

 𝒔(𝒕𝟏) − 𝒔(𝒕𝟐)    وقد تكون قيمتها موجبة أو سالبة

 أو صفر. 
 

 

 

 إذا تحرك جسم في مسار مستقيم وفق اقتران الموقع

𝒔(𝒕)    فإن سرعته المتجهه هي ، 

𝒗(𝒕) = 𝒔′(𝒕) 

,𝒕𝟏]وإزاحته في الفترة الزمنية   𝒕𝟐 ]   هي 

𝒔(𝒕𝟐) − 𝒔(𝒕𝟐) =  ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕
𝒕𝟐

𝒕𝟏

 

 

المسافة الكلية المقطوعة 

هي المسافة التي يقطعها الجسم في الفترة الزمنية 

[𝒕𝟏 , 𝒕𝟐] 

 

 

 إذا تحرك جسم في مسار مستقيم وفق اقتران الموقع

𝒔(𝒕)    فإن سرعته المتجهه هي ، 

𝒗(𝒕) = 𝒔′(𝒕) 

والمسافة الكلية التي قطعها الجسم في  الفترة الزمنية 

[𝒕𝟏, 𝒕𝟐 ]  هي 

∫ |𝒗(𝒕)| 𝒅𝒕
𝒕𝟐

𝒕𝟏

 

 

 

 7مثال

 مفهوم أساسي  

 مفهوم أساسي 

 تطبيقات التكامل  
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        الازاحة                    

 

 

 

يتحرك جسيم في مسار مستقيم وتعطى سرعته  

𝒗(𝒕)المتجهه بالاقتران   = 𝐬𝐢𝐧 𝒕  حيث𝒕   الزمن

 سرعته امتجهه بالمتر لكل ثانية.   𝒗بالثواني ، 
 

ع فإذا بدأ الجسيم حركته من نقطة الأصل ، فأجد مو ( 1

الجسيم بعد 
  𝝅 

 𝟑 
 ثانية من بدء الحركة.   

 

 

 

 : الحل  
𝒔(𝒕) =  ∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒕 

=  ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒕 𝒅𝒕 

= −𝐜𝐨𝐬 𝒕 + 𝑪 

 الجسم بدأ الحركة من نقطة الأصل

𝒔(𝟎) = 𝟎  

𝟎 = −𝐜𝐨𝐬 𝟎 + 𝑪 

𝟎 = −𝟏 + 𝑪 ⟶ 𝑪 = 𝟏 

𝒔(𝒕) = −𝐜𝐨𝐝𝐬 𝒕 + 𝟏  

𝒔 (
𝝅

𝟑
) = −𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟑
+ 𝟏 =

𝟏

𝟐
 

,𝟎]أجد إزاحة الجسيم في الفترة  ( 2 𝟑𝝅] 

 : الحل  

𝒔(𝒕) − 𝒔(𝒕𝟏) =  ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕
𝒕𝟐

𝒕𝟏

 الازاحة               

𝒔(𝟑𝝅) − 𝒔(𝟎) =  ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒕
𝟑𝝅

𝟎

 

 
= −𝐜𝐨𝐬 𝒕

 
|

𝟎

𝟑𝝅

=  

= −(𝐜𝐨𝐬 (𝟑𝝅) − 𝐜𝐨𝐬 𝟎)  

= 𝟐 

أجد المسافة الكلية التي قطعها الجسيم في الفترة   (3

[𝟎, 𝟑𝝅]        

 : الحل  
𝒗(𝒕) = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒕 = 𝟎 ⟹ 
𝒕 = 𝟎        𝒕 =  𝝅          𝒕 = 𝟑𝝅 

 

 ملاحظة  

,𝒕𝟏]الإزاحة في الفترة  𝒕𝟐]  

∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒕
𝒕𝟐

𝒕𝟏

=  

𝒔(𝒕) =  ∫ |𝒗(𝒕)| 𝒅𝒕
𝒕𝟐

𝒕𝟏

=  

 المسافة = تكامل السرعة      

 

 

 

 

 هامة  ملاحظة  

المسافة هي طول المسار الذي يقطعه 

الجسم بعض النظر عن الاتجاه وقيمتها 

 أكبر ) أو تساوي( الصفر 
 

 الازاحة : هي التعير في الموقع  

 

 

 

𝑨 

𝑩 

 1مثال

    𝟎                    𝝅              𝟐𝝅           𝟑 𝝅  
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∫ |𝒗(𝒕)| 𝒅𝒕
𝟑𝝅

𝟎

 

= ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕 + ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕 + ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕
𝟑𝝅

𝟐𝝅

𝟐𝝅

𝝅

𝝅

𝟎

 

= ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒕 𝒅𝒕 + ∫ −𝐬𝐢𝐧 𝒕 𝒅𝒕 + ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒅𝒕
𝟑𝝅

𝟐𝝅

𝟐𝝅

𝝅

𝝅

𝟎

 

 
= (−𝐜𝐨𝐬 𝒕)

 
|

𝟎

𝝅

 

 
+ 𝐜𝐨𝐬 𝒕

 
|

𝝅

𝟐𝝅  
+(−𝐜𝐨𝐬) 𝒕

 
|

𝟐𝝅

𝟑𝝅

 

= 𝟐 + 𝟐 + 𝟐 = 𝟔 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 23صفحة                                                

 

يتحرك جسيم في مسار مستقيم وتعطى سرعته  

𝒗(𝒕)  بالاقتران المتجهة = 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒕  حيث ،𝒕  الزمن

 بالمتر لكل ثانية.   المتجهةسرعته   𝒗بالثواني ، 

 

aالأصل فأجد موقع   ( إذا بدأ الجسيم حركته من نقطى

الجسيم بعد 
 𝝅 

 𝟔 
 ثانية من بدء الحركة.   

b 𝟎]( أجد إزاحة الجسيم بالفترة, 𝟐𝝅]  

c  أجد المسافة الكلية التي قطعها الجسيم في الفترة )

[𝟎, 𝟐𝝅] 

 

 

 : الحل  
𝒂) 𝒔(𝒕) =  ∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒕 

=  ∫ 𝟑𝐜𝐨𝐬 𝒕 𝒅𝒕 

= 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒕  𝒅𝒕 

= 𝟑 𝐬𝐢𝐧  𝒕 + 𝑪  

𝒔(𝟎)الجسيم بدأ الحركة من نقطة الأصل  = 𝟎  

𝟎 = 𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝟎 + 𝑪 

⟶ 𝑪 = 𝟎 
𝒔(𝒕) = 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒕  

𝒔 (
𝝅

𝟔
) = 𝟑 𝐬𝐢𝐧

𝛑

𝟔
=

𝟑

𝟐
 

 : الحل  

𝒃)  𝒔(𝒕𝟐) − 𝒔(𝒕𝟏) =  ∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒕 
𝒕𝟐

𝒕𝟏

 

𝒔(𝟐𝝅) − 𝒔(𝟎) = ∫ 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒅𝒕 
𝟐𝝅

𝟎

  

 
= 𝟑𝐬𝐢𝐧 𝒕

 
|

𝟎

𝟐𝝅

= 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛑 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝟎 

= 𝟎  

 : الحل  
𝒄) 𝒗(𝒕) = 𝟎 ⟹ 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒕 = 𝟎 

𝒕 =
𝝅

𝟐
               𝒕 =

𝟑𝝅

𝟐
  

 

 
 

∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒕 = ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕
𝟐𝝅

𝟎

𝟐𝝅

𝟎

+ ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕 + ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕
𝟐𝝅

𝟑𝝅

𝟐

𝟑𝝅

𝟐

𝝅

𝟐

 

 هامة  ملاحظة  

 المسافة الكلية.  لإيجاد

 . نجد اصفار اقتران السرعة1

. ندرس اشارة اقتران السرعة على خط 2

 الاعداد

 . نجري التكامل على الفتران الجزئية3

 

 

 
 2مثال

    𝟎                   
𝝅

𝟐
             

𝟑𝝅

𝟐
           𝟐𝝅  

𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒕     − 𝟑𝐜𝐨𝐬 𝒕           𝟑𝐜𝐨𝐬 𝒕 
+                       −                  + 
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∫ 3cos 𝑡 𝑑𝑡 = + − ∫ 3 cos 𝑡 𝑑𝑡 + ∫ 3 cos 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

3𝜋

2

3𝜋

2

𝜋

2

𝜋

2

0

 

 

 
= 𝟑𝐬𝐢𝐧 𝒕

 
|

𝟎

𝝅

𝟐

 

 
− 𝟑𝐬𝐢𝐧 𝒕

 
|

𝝅

𝟐

𝟑
𝝅

𝟐
 

+ 𝟑𝐬𝐢𝐧 𝒕
 

|
𝟑𝝅

𝟐

𝟐𝝅

 

= 𝟑(𝟏) − 𝟎 + (−𝟑𝐬𝐢𝐧
𝟑𝛑

𝟐
− (−𝟑𝐬𝐢𝐧

𝛑

𝟐
) 

+ 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛑 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧
𝟑𝛑

𝟐
 

= 𝟑 + (𝟑 + 𝟑) + 𝟎 + 𝟑  

= 𝟏𝟐 

 

 

𝒗(𝒕)يتحرك جسيم بسرعة   = 𝟐𝒕𝟐 − 𝟏𝟐𝒕 + 𝟏𝟔 

 كيلو متر /ساعة أوجد كلاً مما يلي:  
 

الازاحة التي يقطعها الجسيم خلال الفترة الزمنية  (  1

𝒕من  = 𝒕إلى  𝟎 = 𝟒   

 : الحل  

𝒔(𝟒) − 𝒔(𝟎) =  ∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒕
𝟒

𝟎

 

= ∫ 𝟐𝒕𝟐 − 𝟏𝟐𝒕 + 𝟏𝟔
𝟒

𝟎

 

𝟐𝒕𝟑

𝟑
−

𝟏𝟐𝟐

𝟐
+ 𝟏𝟔𝒕|

𝟎

𝟒

 

= (
𝟏𝟐𝟖

𝟑
− 𝟗𝟔 + 𝟔𝟒) − (𝟎) 

=
𝟑𝟐

𝟑
  

,𝟎]أي أن الازاحة التي قطعها الجسيم خلال الفترة  𝟒] 

يساوي 
 𝟑𝟐

 𝟑 
  𝒌𝒎 

 

,𝟎]المسافة الكلية المقطوعة خلال الفترة  ( 2 𝟒] 

 : الحل  
𝒗(𝒕) = 𝟎 ⟶  
𝟐𝒕𝟐 − 𝟏𝟐𝒕 + 𝟏𝟔 = 𝟎 

 2بالقسمة على  

𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟖 = 𝟎  
(𝒕 − 𝟒)(𝒕 − 𝟐) = 𝟎  

 

 
 

∫ |𝒗(𝒕)𝒅𝒕|
𝟒

𝟎

 

= ∫ 𝟐𝒕𝟐 − 𝟏𝟐𝒕 + 𝟏𝟔 𝒅𝒕 − ∫ 𝟐𝒕𝟔𝟐 − 𝟏𝟐𝒕 + 𝟏𝟔 𝒅𝒕
𝟒

𝟐

𝟐

𝟎

 

=
𝟐𝒕𝟑

𝟑
− 𝟔𝒕𝟐 + 𝟏𝟔𝒕|

𝟎

𝟐

= (
𝟐𝒕𝟑

𝟑
− 𝟔𝒕𝟐 + 𝟏𝟔𝒕)|

𝟐

𝟒

 

=
𝟒𝟎

𝟑
+

𝟖

𝟑
= 𝟏𝟔 

 

 

يتحرك جسيم في خط مستقيم إذا كانت سرعته بعد 

 ثانية من بدء حركته تعطى بالعلاقة  𝒕مرور  
 𝒗(𝒕) = 𝟒𝒕 + بالامتار / ثانية فقطع مسافة  𝟖

𝟏𝟐 𝐦 ، فأوجد موقع   بعد ثانية واحدة من حركته

 ثوانٍ من بدء حركته.   4الجسيم بعد مرور  

 : الحل  
𝒔(𝒕) =  ∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒕 

       =  ∫ 𝟒𝒕 + 𝟖 𝒅𝒕 

= 𝟐𝒕𝟐 + 𝟖𝒕 + 𝑪 

 لكن 

 

 3مثال

𝟎                    𝟐                𝟒 

+                     −                  +   

 4مثال
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𝒔(𝟏) = 𝟏𝟐  

𝟐 + 𝟖 + 𝑪 = 𝟏𝟐  

𝑪 = 𝟐  

⟹ 𝒔(𝒕) = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟖𝒕 + 𝟐 

𝒔(𝟒) = 𝟐(𝟒)𝟐 + 𝟖(𝟒) + 𝟐 

        = 𝟑𝟐 + 𝟑𝟐 + 𝟐 

         = 𝟔𝟔 

 

 

يتحرك جسيم في خط مستقيم إذا كانت سرعته بعد 

 ثانية من بدء الحركة تعطى بالعلاقة  𝒕مرور  

 𝒗(𝒕) = 𝒆𝒕+𝟏 +
 𝟖
 𝒕 

 𝒕 > وعلمت أن ازاحة   𝟎

𝒆𝟐𝒎   عندما𝒕 = فأوجد موقع الجسيم بعد مرور   𝟏

 ثوانٍ من بدء الحركة.   5

 : الحل  
𝒔(𝒕) =  𝒆𝒕+𝟏 + 𝟖 𝐥𝐧 𝒕 + 𝑪 

 
𝒔(𝟏) = 𝒆𝟐  
𝒆𝟐 + 𝟖 𝐥𝐧 (𝟏) + 𝑪 = 𝒆𝟐 
𝑪 = 𝟎 

𝒔(𝒕) = 𝒆𝒕+𝟏 + 𝟖 𝐥𝐧 𝒕 

𝒔(𝟓) = 𝒆𝟔 + 𝟖 𝐥𝐧 𝟓 

 

 

𝒗(𝒕)   جسيم بسرعةيتحرك  = 𝟐𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟒   
بالأقدام / ثانية، أوجد المسافة الكلية التي يقطعها  

,𝟎]الجسيم خلال الفترة الزمنية  𝟐] 

𝒂) 
𝟒

𝟑
  𝐟𝐭               𝐛) 𝟐 𝐟𝐭  

𝒄)
𝟓

𝟑
  𝐟𝐭                 𝐝)

𝟏

𝟑
 𝐟𝐭  

 

 : الحل  
𝟐𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟒 = 𝟎  

𝟐(𝒕𝟐 − 𝟑𝒕 + 𝟐) = 𝟎  

𝟐(𝒕 − 𝟏)(𝒕 − 𝟐) = 𝟎  

𝒕 = 𝟏      𝒕 = 𝟐  

 

 
 

∫ |𝒗(𝒕)| 𝒅𝒕
𝟐

𝟎

= ∫ 𝟐𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟒

𝟏

𝟎

− ∫ 𝟐𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟒
𝟐

𝟏

 

=
𝟐𝒕𝟑

𝟐
− 𝟑𝒕𝟐 + 𝟒𝒕|

𝟎

𝟏

 − (
𝟐𝒕𝟑

𝟑
− 𝟑𝒕𝟐 + 𝟒𝒕)|

𝟎

𝟏

 

 

𝟓

𝟑
− ((

𝟏𝟔

𝟑
− 𝟏𝟐 + 𝟖) − (

𝟐

𝟑
− 𝟑 + 𝟒)) 

=
𝟓

𝟑
− ((

𝟏𝟔

𝟑
− 𝟒) − (

𝟓

𝟑
)) 

=
𝟓

𝟑
−

𝟒

𝟑
+

𝟓

𝟑
 

=
𝟔

𝟑
= 𝟐  

𝒃  

 

 

 

 

 

 

 5مثال

 6مثال

𝟎                     𝟏               𝟐 

+                     −                  +   
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يمثل الشكل المجاور العلاقة بين السرعة والزمن لجسم 

يتحرك على خط مستقيم فجد المسافة المقطوعة في  

,𝟎]الفترة الزمنية   𝟕]. 

 

 

 

 
 

 
 

 من الرسمة   𝒗(𝒕)نجد العلاقة 

 : الحل  

𝒗(𝒕) {
𝟏𝟓𝒕                  ,   𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐
𝟑𝟎                    ,   𝟐 ≤ 𝒕 ≤ 𝟔
−𝟑𝟎𝒕 + 𝟐𝟏𝟎   ,   𝟔 ≤ 𝒕 ≤ 𝟕

 

معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتين 

(𝟕, 𝟎)،(𝟔, 𝟑𝟎) 

∫ |𝒗(𝒕)|𝒅𝒕
𝟕

𝟎

= ∫ 𝟏𝟓 𝒕 𝒅𝒕
𝟐

𝟎

+ ∫ 𝟑𝟎
𝟔

𝟐

+ ∫ (−𝟑𝟎𝒕 + 𝟐𝟏𝟎)𝒅𝒕
𝟕

𝟔

 

=
𝟏𝟓𝒕𝟐

𝟐
|

𝟎

𝟐

+ 𝟑𝟎(𝟔

− 𝟐)+ − 𝟏𝟓𝒕𝟐 + 𝟐𝟏𝟎𝒕|
𝟔

𝟕
 

=  𝟑𝟎 + 𝟏𝟐𝟎 + 𝟏𝟓      =     𝟏𝟔𝟓 

 

 

 

 

 

 

 

 يمكن حل السؤال عن طريق المساحة 

 مساحة شبه المنحرف 

=
𝟏

𝟐
(𝟕 + 𝟒) × 𝟑𝟎 = 𝟏𝟔𝟓  

∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒕 = 𝟏𝟔𝟓
𝟕

𝟎

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 7مثال

𝟑𝟎 

𝒗 

𝒕 

𝟏         𝟐       𝟑        𝟒        𝟓         𝟔            𝟕 
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 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 تكامل اقترانات خاصة
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 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 :   الحل  
 

 

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

59 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

60 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  
 

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

61 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

62 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 :   الحل  
 

 

 

 

 

 :   الحل  

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

63 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 

نسبيان، فلا يوجد حل لهذه المعادلة سوى   bو  aونظراً لأن

       :أن يكون

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 

 :   الحل  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  
 

 

ملحوظة: يمكن الاستفادة من التماثل وإيجاد  

 :يأتيالمساحة المطلوبة كما 
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 :   الحل  
 

 

والأسهل هو  الاستفادة من التماثل وإيجاد المساحة 

 المطلوبة كما يأتي 
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 :   الحل  
 

 

 

 :   الحل  
 

 

 

 

 

 

 :   الحل  
 : طريقة أولى
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 :طريقة ثانية
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 :   الحل  
 

 

 نستعمل موقع الجسم عند   𝑐2لإيجاد قيمة 

𝑡 =        ةموقعاً ابتدائياً بالنسبة للفتر  6

[𝟔, 𝟏𝟎]:  

 

   𝑆(6)  ونحسب

من اقتران الموقع الذي وجدناه في السؤال السابق  

,𝟔]بالنسبة للفترة 𝟏𝟎] :  

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 
 :   الحل  

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  
 

 

 

 :   الحل  

 

 :   الحل  

 

 الدرس الأول
 تمارين ومسائل كتاب التمارين 
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 ج
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 :   الحل  
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الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

75 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  
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 :   الحل  
 

 

 

 

 :   الحل  
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الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

78 

هالتكامل وتطبيقات  

 
 

 

 

 :   الحل  
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الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

79 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 :   الحل  
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 يستخدم لإيجاد تكامل حاصل ضرب أو قسمة اقترانين  

مشتقة الآخر أو على الأقل الجزء المتعير من   أحدهما

 المشتقه.  

 

 

النوع الأول ج

يستخدم عندما يكون هناك علاقة بالاشتقاق بين  

 الاقترانين. 

 

 

𝒖إذا كان   = 𝒈(𝒙)  ًومداه   للاشتقاق،اقتراناً قابلا

 فإن   𝑰اقتراناً متصلاً على  𝒇وكان  𝑰الفترة 

∫ 𝒇(𝒈(𝒙) )𝒈′(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒖) 𝒅𝒖 

 

خطوات حل التكامل بالتعويض

الذي يمكن به  𝒖احدد التعويض  الخطوة الأولى : 

 المكامل. تبسيط 

 

, 𝒅𝒖أعبر عن المكامل بدلالة  : الثانيةالخطوة   𝒖  

ً واحذف متعير التكامل الأصلي ومشتقته    حذفا

 ثم أكتب المكامل الجديد. كاملاً،

 

 . أجد التكامل الجديدالخطوة الثالثة:  

 

اعبر عن الاقتران الاصلي الذي   الخطوة الرابعة: 

اوجدته في الخطوة السابقة باستعمال المتعير  

 .الاصلي عن طريق التعويض

 

 

 

 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫ 𝟔𝒙𝟐(𝟐𝒙𝟑 − 𝟑)𝟒 𝒅𝒙  

 : الحل  
 نفرض أن 

𝒖 = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟔𝒙𝟐 ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟔𝒙𝟐
  

= ∫ 𝟔𝒙𝟐 𝒖𝟒
𝒅𝒖

𝟔𝒙𝟐
𝒅𝒙                                 اختصار 

= ∫ 𝒖𝟒 𝒅𝒖 =
𝒖𝟓

𝟓
+ 𝑪 𝒅𝒙 

𝒖 = 𝟐𝒙𝟑 −                               تعويض            𝟑

=
(𝟐𝒙𝟑 − 𝟑)𝟓

𝟓
+ 𝑪 

𝟐) ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒆𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖                                         نفرض  = 𝐜𝐨𝐬 𝒙  

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=  −𝐬𝐢𝐧 𝒙 ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

−𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒆𝒖  
𝒅𝒖

−𝐬𝐢𝐧 𝒙
  

= ∫ −𝒆𝒖  𝒅𝒖  

= −𝒆𝒖 + 𝑪 

= −𝒆𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪 

 

 الدرس الثاني  التكامل بالتعويض    

 التكامل بالتعويض 

 حدودةمالتكامل بالتعويض للتكاملات غير ال

 مفهوم أساسي  

 1مثال
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𝟑) ∫
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖                                           نفرض  = 𝐥𝐧 𝒙   

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

𝟏

𝒙
  ⟶ 𝒅𝒙 = 𝒅𝒖 𝒙 

∫
𝒖

𝒙
 𝒅𝒖 𝒙 =  ∫ 𝒖 𝒅𝒖   

=
𝒖𝟐

𝟐
+ 𝑪 =

( 𝐥𝐧 𝒙)𝟐

𝟐
+ 𝑪 

𝟒) ∫ 𝒙𝟑 𝐜𝐨𝐬 (𝒙𝟒 − 𝟓)  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = 𝒙𝟒 − 𝟓 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟒𝒙𝟑   ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟒𝒙𝟑
 

⟹ ∫ 𝒙𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒖 
𝒅𝒖

𝟒𝒙𝟑
  

=
𝟏

𝟒
 ∫  𝐜𝐨𝐬 𝒖 𝒅𝒖  

=
𝟏

𝟒
 𝐬𝐢𝐧 𝒖 + 𝑪 

=
𝟏

𝟒
 𝐬𝐢𝐧 (𝒙𝟒 − 𝟓) + 𝑪 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝟓) ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟑𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙  𝒅𝒙  

 : الحل  

∫(𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙)𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝒅𝒙  

𝒖 = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙  ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙
 

∫ 𝒖𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 ×
𝒅𝒖

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙
   

=
𝟏

𝟐
 ∫  𝒖𝟑 𝒅𝒖  

=
𝟏

𝟐

𝒖𝟒

𝒖
 + 𝑪 

=
𝟏

𝟖
 (𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙)𝟒 + 𝑪 

 

\ \ \  

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظة  

∫ 𝒆     𝒅𝒙  

𝒖يحل بالتعويض ونفرض الأسُ  =  

 

 

 

 ليس خطي 

 ملاحظة  

إذا كانت الزاوية غير خطية يحل 

 التعويض ونفرض  ب

𝒖الزاوية   = 

 

 

 

 ملاحظة  

(ليس  خطي  )∫
𝒏

  

𝒖 نفرض ما داخل القوس  = 

 

 

 

 مشتقة ما داخل القوس
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𝟓) ∫
𝟓 

𝟏

𝒙

𝒙𝟐
  𝒅𝒙  

 : الحل  

𝒖 =
𝟏

𝒙
         

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

−𝟏

𝒙𝟐
  

⟶ 𝒅𝒙 = −𝒙𝟐 𝒅𝒖 

∫
𝟓𝒖

𝒙𝟐
 ×  −𝒙𝟐 𝒅𝒖  

 اختصار

= − ∫ 𝟓𝒖  𝒅𝒖  

= −
𝟓𝒖

𝐥𝐧 𝟓
+ 𝑪  

=
−𝟓

𝟏

𝒙

𝐥𝐧 𝟓
+ 𝑪 

 

 

 32صفحة                                                  

 أجد كلاً من التكاملات الآتية:

𝒂) ∫ 𝟒𝒙𝟐 √𝒙𝟑 − 𝟓  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖هنا نستطيع ان نفرض الجذر  أو ما داخل       =

𝒖الجذر  =   

𝒖الأفضل                                        = √𝒙𝟑 − 𝟓 

 بالتربيع 

𝒖𝟐 = 𝒙𝟑 − 𝟓 

𝟐𝒖
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟑𝒙𝟐 

𝒅𝒙 =
𝟐𝒖  𝒅𝒖

𝟑𝒙𝟐
 

 

∫ 𝟒𝒙𝟐 𝒖 (𝟐𝒖)
𝒅𝒖

𝟑𝒙𝟐
   

=
𝟒

𝟑
∫ 𝟐𝒖𝟐 𝒅𝒖   

=
𝟒

𝟑
 
𝟐 𝒖𝟑

𝟑
+ 𝑪 

𝟖

𝟗
  (√𝒙𝟑 − 𝟓)

𝟑

+ 𝑪 

𝒃) ∫
𝟏

𝟐√𝒙
 𝒆√𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = √𝒙    ⟶   𝒖𝟐 = 𝒙  

𝟐𝒖 
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟏  

⟶ 𝒅𝒙 = 𝟐 𝒖 𝒅𝒖 

∫
𝟏

𝟐𝒖
  𝒆𝒖 ( 𝟐𝒖) 𝒅𝒖  

= ∫ 𝒆𝒖 𝒅𝒖 = 𝒆𝒖 + 𝑪  

= 𝒆√𝒙 + 𝑪 

𝒄) ∫
( 𝐥𝐧 𝒙)𝟑

𝒙
  𝒅𝒙  

 قوس    : الحل  
𝒖 = 𝐥𝐧 𝒙   

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

𝟏

𝒙
 ⟶ 𝒅𝒙 = 𝒙 𝒅𝒖   

∫
𝒖𝟑

𝒙
 𝒙 𝒅𝒖 =  ∫ 𝒖𝟑 𝒅𝒖  

=
𝒖𝟒

𝟒
+ 𝑪 

=
( 𝐥𝐧 𝒙)𝟒

𝟒
+ 𝑪 

 2مثال
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𝒅) ∫
𝐜𝐨𝐬 (𝐥𝐧 𝒙)

𝒙
  𝒅𝒙  

    : الحل  
 الزاوية غير خطية  

𝒖 = 𝐥𝐧 𝒙 
𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

𝟏

𝒙
 ⟶ 𝒅𝒙 = 𝒙 𝒅𝒖   

∫
𝐜𝐨𝐬 𝒖

𝒙
 𝒙 𝒅𝒖  

= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒖 𝒅𝒖  

= 𝐬𝐢𝐧 𝒖 + 𝑪 

= 𝐬𝐢𝐧 (𝐥𝐧 𝒙) + 𝑪  

𝒆) ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟒𝟓𝒙  𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙  𝒅𝒙  

     : الحل  

∫(𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙)𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 𝒅𝒙    

𝒖 = 𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙 
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= −𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 

𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

−𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙
 

∫ 𝒖𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 
𝒅𝒖

−𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙
    

= −
𝟏

𝟓
 ∫ 𝒖𝟒 𝒅𝒖 

=
𝟏 

𝟓
 
𝒖𝟓

𝟓
+ 𝑪 

=
−𝟏

𝟐𝟓
 (𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙)𝟓 + 𝑪 

 

 

𝒇) ∫  𝒙 𝟐𝒙𝟐
 𝒅𝒙  

    : الحل  
𝒖 = 𝒙𝟐  
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙  ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐𝒙
    

⟹ ∫ 𝒙 𝟐𝒖  
𝒅𝒖

𝟐𝒙
   

=
𝟏

𝟐
∫ 𝟐𝒖  𝒅𝒖  

=
𝟏

𝟐
 

𝟐𝒖

𝐥𝐧 𝟐
+ 𝑪  

=
𝟏

𝟐 𝐥𝐧 𝟐
𝟐𝒙𝟐

=
𝟏

𝐥𝐧 𝟐
 𝟐𝒙𝟐−𝟏  + 𝑪  

 
 أجد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫
𝒙 + 𝟏

√𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟕
  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = √𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟕 

𝒖𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟕 

𝟐𝒖
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 + 𝟐 

𝒅𝒙 =
𝟐𝒖  𝒅𝒖

𝟐(𝒙 + 𝟏)
 

∫
𝒙 + 𝟏

𝒖
 ×

𝒖 𝒅𝒖 

𝒙 + 𝟏
 

∫ 𝒅𝒖 = 𝒖 + 𝑪 

= √𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟕 + 𝑪 

 

 3مثال
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𝟐) ∫
𝟐

𝒙𝟐
 √𝟏 +

𝟏

𝒙
 

𝟑

  

 : الحل  
𝒖 = 𝟏 +

𝟏

𝒙
  

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

−𝟏

𝒙𝟐
 ⟶ 𝒅𝒙 = −𝒙𝟐 𝒅𝒖 

∫
𝟐

𝒙𝟐 √𝒖
𝟑

 (−𝒙𝟐) 𝒅𝒖  

= −𝟐 ∫ 𝒖
𝟏

𝟑 𝒅𝒖  

= −𝟐 ×
𝟑

𝟒
 𝒖

𝟒

𝟑 + 𝑪 

=
−𝟑

𝟐
 √(𝟏 +

𝟏

𝒙
)

𝟒𝟑

 

𝟑) ∫
𝒆𝒙 + 𝟐𝒙

√𝒆𝒙 + 𝒙𝟐
  

 : الحل  
𝒖 = √𝒆𝒙 + 𝒙𝟐  

𝒖𝟐 = 𝒆𝒙 + 𝒙𝟐  

𝟐𝒖
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝒆𝒙 + 𝟐𝒙 

𝒅𝒙 =
𝟐𝒖  𝒅𝒖

𝒆𝒙 + 𝟐𝒙
 

∫
𝒆𝒙 + 𝟐𝒙

√𝒆𝒙 + 𝒙𝟐
 ×

𝟐𝒖 𝒅𝒖

𝒆𝒙 + 𝟐𝒙
  

∫
𝟐𝒖

𝒖
  𝒅𝒖   

= ∫ 𝟐  𝒅𝒖   

= 𝟐𝒖 + 𝑪 

= 𝟐 √𝒆𝒙 + 𝒙𝟐 + 𝑪 

 

𝟒) ∫ 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟐 (𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟐)   

 : الحل  
 خطية الزاوية غير 

𝒖 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟐  

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= −𝟐𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟐 ⟶ 𝒅𝒙 = −𝒙𝟐 𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟐 + 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒖 
𝒅𝒖

−𝟐𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟐 
 

= −
𝟏

𝟐
∫ 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒖 𝒅𝒖  

= −
𝟏

𝟐
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒖 − 𝟏 𝒅𝒖  

 

=  −
𝟏

𝟐
 (𝐭𝐚𝐧 𝒖 − 𝒖) + 𝑪 

= −
𝟏

𝟐
 (𝐭𝐚𝐧 (𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟐) − 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟐) + 𝑪 

𝟓) ∫
𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)𝟑
𝒅𝒙   

 : الحل  
𝒖 = 𝟏 − 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙   

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= −𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙  

𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

−𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

= ∫
𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

(𝒖)𝟑
 

𝒅𝒖

−𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 
  

=
−𝟏

𝟒
∫

𝟏

𝒖𝟑
 𝒅𝒖 =

−𝟏

𝟒
∫ 𝒖−𝟑 𝒅𝒖  

 

=
−𝟏

𝟒
  

𝒖−𝟐

−𝟐
+ 𝑪 

=
𝟏

𝟖 𝒖𝟐
+ 𝑪 

𝟏

𝟖(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)𝟐
+ 𝑪 
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النوع الثاني ج

ى بقايا من التعير الأول قفي هذا النوع بعد الفرض يب 

بدلالة  (𝒙)لذلك نرجع للفرض ونكتب المتعير القديم  

 . (𝒖)المتعير الجديد 

 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫ 𝒙 √𝟐𝒙 + 𝟓 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = 𝟐𝒙 + 𝟓  

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐 ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐
  

∫ 𝒙 √𝒖
𝟐

𝒅𝒖
   

من خلال  𝒖بدلالة  𝒙تكتب  𝒙نلاحظ بقايا للمتعير  

 الفرض 

𝒖 = 𝟐𝒙 + 𝟓 ⟶ 𝟐𝒙 = 𝒖 − 𝟓 

𝒙 =
𝒖 − 𝟓

𝟐
 

∫
𝟏

𝟐
 (𝒖 − 𝟓) √𝒖 

𝒅𝒖

𝟐
    

=
𝟏

𝟒
 ∫(𝒖 − 𝟓) (𝒖

𝟏

𝟐)  𝒅𝒖     

=
𝟏

𝟒
 ∫ 𝒖

𝟑

𝟐 − 𝟓𝒖
𝟏

𝟐 𝒅𝒖      

=
𝟏

𝟒
(

𝟐

𝟓
 𝒖

𝟓

𝟐 − 𝟓 ×
𝟐

𝟑
𝒖

𝟑

𝟐) + 𝑪 

=
𝟏

𝟏𝟎
 (𝟐𝒙 + 𝟓)

𝟓

𝟐 −
𝟓

𝟔
 (𝟐𝒙 + 𝟓)

𝟑

𝟐 

 

 

 

 

𝟐) ∫ 𝒙𝟓 (𝟏 + 𝒙𝟐)𝟑 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = 𝟏 + 𝒙𝟐               

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 

𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐𝒙
   

∫ 𝒙𝟓 𝒖𝟑  
𝒅𝒖

𝟐𝒙
    

=
𝟏

𝟐
 ∫ 𝒙𝟒  𝒖𝟑  𝒅𝒖    

 

 من الفرض 

𝒙𝟐 = 𝒖 − 𝟏 

𝒙𝟒 = (𝒖 − 𝟏)𝟐 = 𝒖𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 

=
𝟏

𝟐
∫(𝒖𝟐 − 𝟐𝒖 + 𝟏) 𝒖𝟑 𝒅𝒖    

=
𝟏

𝟐
∫

𝒖𝟔

𝟔
−

𝟐𝒖𝟓

𝟓
+

𝒖𝟒

𝟒
) + 𝑪    

=
𝟏

𝟐
(

(𝟏 + 𝒙𝟐)𝟔

𝟔
−

𝟐(𝟏 + 𝒙𝟐)𝟓

𝟓
+

(𝟏 + 𝒙𝟐)𝟒

𝟒
) + 𝑪 

𝟑) ∫
𝒆𝟐𝒙 

𝒆𝒙 + 𝟏
 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = 𝒆𝒙 + 𝟏     

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝒆𝒙 

𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝒆𝒙
   

= ∫
𝒆𝟐𝒙

𝒖
 ×

𝒅𝒖

𝒆𝒙
   

= ∫
𝒆𝒙

𝒖
  𝒅𝒖   

 

𝒖                                             لكن = 𝒆𝒙 + 𝟏  

⟶ 𝒆𝒙 = 𝒖 − 𝟏  

 1مثال
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∫
𝒖 − 𝟏

𝒖
𝒅𝒖   

= ∫ 𝟏 −
𝟏

𝒖
 𝒅𝒖   

= 𝒖 − 𝐥𝐧 |𝒖| + 𝑪 

= (𝒆𝒙 + 𝟏) − (𝒆𝒙 + 𝟏) + 𝑪 

 

 

 

 34صفحة                                                  

𝒂) ∫
𝒙

√𝟏 + 𝟐𝒙
  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = 𝟏 + 𝟐𝒙 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐 ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐
  

∫
𝒙

√𝒖
×

𝒅𝒖

𝟐
  

𝟐𝒙 = 𝒖 − 𝟏 ⟶ 𝒙 =
𝟏

𝟐
 (𝒖 − 𝟏)  

∫
𝟏

𝟐
  

𝒖 − 𝟏

√𝒖
 
𝒅𝒖

𝟐
   

=
𝟏

𝟐
 ∫ 𝒖

𝟏

𝟐 − 𝒖
−𝟏

𝟐  𝒅𝒖    

=
𝟏

𝟒
 (

𝟐

𝟑
 𝒖

𝟑

𝟐 − 𝟐𝒖
𝟏

𝟐) + 𝑪 

=
𝟏

𝟒
 (

𝟐

𝟑
 √(𝟏 + 𝟐𝒙)𝟑 − 𝟐√𝟏 + 𝟐𝒙) + 𝑪 

 

 

 

 

 

𝒃) ∫ 𝒙𝟕 (𝒙𝟒 − 𝟖)𝟑  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = 𝒙𝟒 − 𝟖 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟒𝒙𝟑  ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟒𝒙𝟑
  

∫ 𝒙𝟕 𝒖𝟑  
𝒅𝒖

𝟒𝒙𝟑
  

𝟏

𝟒
∫ 𝒙𝟒  𝒖𝟑 𝒅𝒖   

𝒙𝟒 = 𝒖 + 𝟖 

=
𝟏

𝟒
 ∫(𝒖 + 𝟖) 𝒖𝟑 𝒅𝒖 

=
𝟏

𝟒
 ∫(𝒖𝟒 + 𝟖𝒖𝟑)  𝒅𝒖  

=
𝟏

𝟒
(

𝒖𝟓

𝟓
+

𝟖𝒖𝟒

𝟒
) + 𝑪 

=
𝟏

𝟒
 (

(𝒙𝟒 − 𝟖)𝟓

𝟓
+ 𝟐 (𝒙𝟒 − 𝟖)𝟒 + 𝑪 

𝒄) ∫
𝒆𝟑𝒙

(𝟏 − 𝒆𝒙)𝟐
  𝒅𝒙  

 : الحل  

𝒖 = 𝟏 − 𝒆𝒙        
𝒅𝒖

𝒅𝒙
=  −𝒆𝒛 

𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

−𝒆𝒙
  

∫
−𝒆𝟑𝒙

𝒖𝟐
×

𝒅𝒖

𝒆𝒙
  

∫
−𝒆𝟐𝒙

𝒖𝟐
 𝒅𝒖   

𝒆𝒙 = 𝟏 − 𝒖 

𝒆𝟐𝒙 = (𝟏 − 𝒖) = 𝟏 − 𝟐𝒖 + 𝒖𝟐 

 2مثال



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

87 

هالتكامل وتطبيقات  

 

= ∫
−𝟏 + 𝟐𝒖 − 𝒖𝟐

𝒖𝟐
 𝒅𝒖  

= ∫
−𝟏

𝒖𝟐
+

𝟐

𝒖
− 𝟏 = ∫ 𝒖−𝟐 −

𝟐

𝒖
+ 𝟏  

=
𝒖−𝟏

−𝟏
+ 𝟐𝐥𝐧 𝒖 − 𝒖 =

𝟏

𝟏 − 𝒆𝒙
+ 𝟐𝐥𝐧 (𝟏 − 𝒆𝒙 ) − 𝟏 + 𝒆𝒙 

 

 

 

 جد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫
𝟏

𝟏 − 𝒙𝟐
 × √

𝟏 + 𝒙

𝟏 − 𝒙
  𝒅𝒙 

 : الحل  

𝒖 =
𝟏 + 𝒙

𝟏 − 𝒙
 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

(𝟏 − 𝒙)(𝟏) − (𝟏 + 𝒙)(−𝟏)

(𝟏 − 𝒙)𝟐
  

        =
𝟏 − 𝒙 + 𝟏 + 𝒙

(𝟏 − 𝒙)𝟐
 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

𝟐

(𝟏 − 𝒙)𝟐
 

𝒅𝒙 −
(𝟏 − 𝒙)𝟐

𝟐
 𝒅𝒖 

∫
𝟏

(𝟏 − 𝒙)(𝟏 + 𝒙)
√𝒖 ×

(𝟏 − 𝒙)𝟐

𝟐
 𝒅𝒖 

𝟏

𝟐
∫

𝟏 − 𝒙

𝟏 + 𝒙
 √𝒖  𝒅𝒖  

𝒖 =
𝟏 + 𝒙

𝟏 − 𝒙
 لكن                                                 

⟹ 𝒙 =
𝟏 − 𝒙

𝟏 + 𝒙
 

 

 

=
𝟏

𝟐
 ∫

𝟏

𝒖
 √𝒖   𝒅𝒖  

=
𝟏

𝟐
 ∫

𝟏

𝒖
𝟏

𝟐

  𝒅𝒖  

=
𝟏

𝟐
 𝒖−

𝟏

𝟐  𝒅𝒖 =
𝟏

𝟐
× 𝟐 𝒖

𝟏

𝟐 + 𝑪  

= √𝒖 + 𝑪 

= √
𝟏 + 𝒙

𝟏 − 𝒙
+ 𝑪 

𝟐) ∫
√𝐜𝐨𝐭 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙
   𝒅𝒙 

 : الحل  
𝒖 = √𝐜𝐨𝐭 𝒙 

𝒖𝟐 = 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

𝟐𝒖 
𝒅𝒖

𝒅𝒙
=  −𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙  

𝒅𝒙 =
−𝟐𝒖

𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙
 𝒅𝒖 

∫
𝒖

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙
×

𝟐𝒖

−𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙
  

= ∫
−𝟐 𝒖𝟐

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙
 × 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙  

= ∫
−𝟐 𝒖𝟐

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 × 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙  

= ∫
−𝒖𝟐

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 × 𝐬𝐢𝐧 𝒙  

= ∫ −𝒖𝟐 × 𝐭𝐚𝐧 𝒙  

= ∫ −𝒖𝟐 ×
𝟏

𝐜𝐨𝐭 𝒙
  

= ∫ −𝒖𝟐  ×
𝟏

𝒖𝟐
 𝒅𝒖  
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= − ∫ 𝒅𝒖 = −𝒖 + 𝑪  

= −√𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝑪 

𝟑) ∫(𝒙 + 𝟏)𝟑 (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓)𝟑   𝒅𝒙 

 : الحل  
𝒖 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 + 𝟐 

𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐(𝒙 + 𝟏)
  

= ∫(𝒙 + 𝟏)𝟑  𝒖𝟑  
𝒅𝒖

𝟐(𝒙 + 𝟏)
 

∫(𝒙 + 𝟏)𝟐 𝒖𝟑
𝒅𝒖

𝟐
  

=
𝟏

𝟐
∫(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏) 𝒖𝟑 𝒅𝒖  

 لكن 

𝒖 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓  

𝒖 − 𝟓 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 

 بالتعويض 

𝟏

𝟐
∫(𝒖 − 𝟓 + 𝟏) 𝒖𝟑 𝒅𝒖  

𝟏

𝟐
∫(𝒖 − 𝟒) 𝒖𝟑 𝒅𝒖  

𝟏

𝟐
∫ 𝒖𝟒 − 𝟒𝒖𝟑 𝒅𝒖  

=
𝟏

𝟐
 (

𝒖𝟓

𝟓
−

𝟒𝒖𝟒

𝟒
) + 𝑪 

=
𝟏

𝟐
 (

(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓)𝟓

𝟓
− (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓)𝟒) + 𝑪 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫
𝒅𝒙

𝒙 − √𝒙
 

 : الحل  
𝒖 =  √𝒙     𝒖𝟐 = 𝒙  

𝟐𝒖 
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟏 ⟶ 𝒅𝒙 = 𝟐𝒖 𝒅𝒖  

∫
𝟏

𝒖𝟐 − 𝒖
× 𝟐𝒖 𝒅𝒖  

∫
𝟐𝒖

𝒖 (𝒖 − 𝟏)
 𝒅𝒖  

= ∫
𝟐

𝒖 − 𝟏
 𝒅𝒖 = 𝐥𝐧 |𝒖 − 𝟏|   

= 𝟐 𝐥𝐧  |√𝒙 − 𝟏| + 𝑪 

𝟐) ∫ 𝒙 √(𝒙 + 𝟏)𝟐𝟓
 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 =  √𝒙 + 𝟏

𝟓
 ⟶ 𝒖𝟓 = 𝒙 + 𝟏 

𝟓𝒖𝟒
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟏 ⟶ 𝒅𝒙 = 𝟓𝒖𝟒 𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝒖𝟐 𝟓𝒖𝟒 𝒅𝒖   

𝒙لكن     = 𝒖𝟓 − 𝟏                                               

𝟓 ∫(𝒖𝟓 − 𝟏) 𝒖𝟔 𝒅𝒖   

التكامل بالتعويض لتكاملات تحوي  

𝒂𝒙√المقدار الجبري   + 𝒃
𝒏
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𝟓 ∫(𝒖𝟏𝟏 − 𝒖𝟔)  𝒅𝒖   

= 𝟓 (
𝟏

𝟏𝟐
 𝒖𝟏𝟐 −

𝟏

𝟕
 𝒖𝟕) + 𝑪 

=
𝟓

𝟏𝟐
 √(𝒙 + 𝟏)𝟏𝟐𝟓

−
𝟓

𝟕
 √(𝒙 + 𝟏)𝟏𝟐𝟓

 

 حل آخر من الممكن أن نفرض 

𝒖 =  √(𝒙 + 𝟏)𝟐𝟓
 

 

 

 

 35صفحة                                                

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين: 

𝒂) ∫
𝒅𝒙

𝒙 + √𝒙
𝟑     

 : الحل  
𝒖 = √𝒙

𝟑
  ⟶ 𝒖𝟑 = 𝒙  

𝟑𝒖𝟐
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟏 

⟶ 𝒅𝒙 = 𝟑𝒖𝟐 𝒅𝒖  

∫
𝟑 𝒖𝟐 𝒅𝒖

𝒖𝟑 + 𝒖
   

= ∫
𝟑 𝒖𝟐 

𝒖 (𝒖𝟐 + 𝟏)
 𝒅𝒖   

= ∫
𝟑 𝒖 

𝒖𝟐 + 𝟏
 𝒅𝒖    

=
𝟑

𝟐
𝐥𝐧 |𝒖𝟐 + 𝟏| 

=
𝟑

𝟐
𝐥𝐧 |√𝒙𝟐𝟑

+ 𝟏| + 𝑪 

 

 

𝒃) ∫ 𝒙 √(𝟏 − 𝒙)𝟐𝟑
  𝒅𝒙    

 : الحل  
𝒖 = √𝟏 − 𝒙

𝟑
   

𝒖𝟑 = 𝟏 − 𝒙 ⟶ 𝟑𝒖𝟐
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= −𝟏 

𝒅𝒙 = −𝟑𝒖𝟐 𝒅𝒖 

𝒙 = 𝟏 − 𝒖𝟑 

 بالتعويض 

∫(𝟏 − 𝒖𝟑) 𝒖𝟐 (−𝟑 𝒖𝟐 𝒅𝒖)    

= ∫(𝟏 − 𝒖𝟑(−𝟑𝟒) 𝒅𝒖    

= ∫(−𝟑 𝒖𝟒 + 𝟑𝒖𝟕)  𝒅𝒖    

=
−𝟑

𝟓
 𝒖𝟓 +

𝟑

𝟖
 𝒖𝟖 + 𝑪 

=
−𝟑

𝟓
 (√(𝟏 − 𝒙)𝟓𝟑

) +
𝟑

𝟖
 √(𝟏 − 𝒙)𝟖𝟑

+ 𝑪 

 

 

 من الحياة               

 

سعر دونم أرض زراعية   𝒗(𝒕)زراعة : يمثل الاقتران 

 سنة من الان 𝒕بالدينار بعد 

 𝒗′(𝒕) =
𝟎. 𝟒 𝒕𝟑

√𝟎. 𝟐 𝒕𝟒 + 𝟖𝟎𝟎𝟎
 سعر  هو معدل تعير   

 𝐉𝐃 𝟓𝟎𝟎𝟎دونم الارض ،الأن هو  

 : الحل  

𝒗(𝒕) =
𝟎. 𝟒 𝒕𝟑

√𝟎. 𝟐 𝒕𝟒 + 𝟖𝟎𝟎𝟎
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𝒖 = 𝟎. 𝟐 𝒕𝟒 + 𝟖𝟎𝟎𝟎 

𝒅𝒖

𝒅𝒕
= 𝟎. 𝟖 𝒕𝟑 

𝒅𝒕 =
𝒅𝒖

𝟎. 𝟖 𝒕𝟑
 

= ∫
𝟎. 𝟒 𝒕

√𝒖
 ×

𝒅𝒖

𝟎. 𝟖 𝒕𝟑
    

=
𝟏

𝟐
 ∫ 𝒖−

𝟏

𝟐  𝒅𝒖 

= 𝒖
𝟏

𝟐 + 𝑪√𝟎. 𝟐𝒕𝟒 + 𝟖𝟎𝟎𝟎 + 𝑪 

𝒗(𝟎) = 𝟓𝟎𝟎𝟎 

√𝟎. 𝟐(𝟎𝟒) + 𝟖𝟎𝟎𝟎 + 𝑪 = 𝟓𝟎𝟎𝟎 

√𝟖𝟎𝟎𝟎 + 𝑪 = 𝟓𝟎𝟎𝟎 

𝑪 = 𝟓𝟎𝟎𝟎 − 𝟒𝟎√𝟓 

𝒗(𝒕) =  √𝟎. 𝟐 𝒕𝟒 + 𝟖𝟎𝟎𝟎 + 𝟓𝟎𝟎𝟎 − 𝟒𝟎√𝟓 

 

 مسألة اليوم                

 

الكتلة الحيوية لمجتمع اسماك في   𝑮(𝒕)يمثل الاقتران 

مقيسه   𝑮سنة من بدء دراستها حيث  𝒕بحيرة بعد  

بالكيلو غرام إذا كان معدل تعير الكتلة الحيوية للاسماك  

𝑮′(𝒕)هو  =  
𝟔𝟎𝟎𝟎𝟎 𝒆−𝟎.𝟔 𝒕

(𝟏 + 𝟓 𝒆−𝟎.𝟔𝒕)𝟐 
 مقيساً   

وكانت الكتلة الحيوية للأسماك  (𝐤𝐠/𝐲𝐞𝐚𝐫)بوحدة  

𝟐𝟓𝟎𝟎𝟎 𝐤𝐠  فأجد الكتلة الحيوية المتوقعة للأسماك

 سنة من بدء الدراسة. 20بعد 

 : الحل  

𝑮(𝒕) =  ∫
𝟔𝟎𝟎𝟎𝟎 𝒆−𝟎.𝟔 𝒕

(𝟏 + 𝟓 𝒆−𝟎.𝟔𝒕)𝟐
 𝒅𝒕 

𝒖 = 𝟏 + 𝟓 𝒆−𝟎.𝟔 𝒕 

 

𝒅𝒖

𝒅𝒕
=  −𝟑 𝒆−𝟎.𝟔𝒕 

𝒅𝒕 =
𝒅𝒖

−𝟑 𝒆−𝟎.𝟔𝒕
 

𝑮(𝒕) =  ∫
𝟔𝟎𝟎𝟎𝟎 𝒆−𝟎.𝟔 𝒕

𝒖𝟐

𝒅𝒖

−𝟑 𝒆−𝟎.𝟔𝒕
 

= −𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎 ∫
𝟏

𝒖𝟐
 𝒅𝒖  

= −𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎 ∫ 𝒖−𝟐  𝒅𝒖  

= −𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎 ×
𝒖−𝟏

−𝟏
+ 𝑪 

=
+𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎

𝒖
+ 𝑪 

𝑮(𝒕) =
𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎

𝟏 + 𝟓 𝒆−𝟎.𝟔𝒕
+ 𝑪 

𝑮(𝟎) = 𝟐𝟓𝟎𝟎𝟎 

𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎

𝟏 + 𝟓 𝒆−𝟎.𝟔(𝟎)
+ 𝑪 = 𝟐𝟓𝟎𝟎𝟎 

𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎

𝟔
+ 𝑪 = 𝟐𝟓𝟎𝟎𝟎 

𝑪 ≈ 𝟐𝟏𝟔𝟔𝟕  

𝑮(𝒕) =
𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎

𝟏 + 𝟓 𝒆−𝟎.𝟔𝒕
+ 𝟐𝟏𝟔𝟔𝟕 

𝑮(𝟐𝟎) =
𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎

𝟏 + 𝟓 𝒆−𝟏𝟐
+ 𝟐𝟏𝟔𝟔𝟕 

≈ 𝟒𝟏𝟔𝟔𝟔 𝐤𝐠 
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 37صفحة 

سعر قطعة ) بالدينار(   𝑷(𝒙)أسعار : يمثل الاقتران  

عدد القطع   𝒙تسُتعمل في أجهزة الحاسوب ، حيث 

𝑷′(𝒙)المبيعة منها بالم ات إذا كان  =  
−𝟏𝟑𝟓 𝒙

√𝟗 + 𝒙𝟐
  

علماً بأن   𝑷(𝒙)هو معدل تعير سعر هذه القطعة فأجد 

عندما يكون عدد  𝐉𝐃 𝟑𝟎سعر القطعة الواحدة هو 

 قطعة     𝟒𝟎𝟎الطع المبيعة منها 

 : الحل  

𝑷(𝒙) =  ∫
− 𝟏𝟑𝟓 𝒙

√𝟗 + 𝒙𝟐
 

𝒖 =  √𝟗 + 𝒙𝟐                  𝒖𝟐 = 𝟗 + 𝒙𝟐 

𝟐𝒖
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 

𝒅𝒙 =
𝒖  𝒅𝒖

𝒙
 

𝑷(𝒙) =  ∫
− 𝟏𝟑𝟓 𝒙

𝒖
×

𝒖 𝒅𝒖

𝒙
  

𝑷(𝒙) =  ∫ −𝟏𝟑𝟓 𝒅𝒖  

𝑷(𝒙) = −𝟏𝟑𝟓 𝒖 + 𝑪 

𝑷(𝒙) = −𝟏𝟑𝟓 √𝟗 + 𝒙𝟐 + 𝑪 

𝑷(𝟒) = 𝟑𝟎  

−𝟏𝟑𝟓 √𝟐𝟓 + 𝑪 = 𝟑𝟎 

−𝟔𝟕𝟓 + 𝑪 = 𝟑𝟎 

𝑪 = 𝟕𝟎𝟓 

𝑷(𝒙) = −𝟏𝟑𝟓 √𝟗 + 𝒙𝟐 + 𝟕𝟎𝟓 

 

 

 

 

 

𝐬𝐢𝐧تكاملات تحوي ( 1 , 𝐜𝐨𝐬

 

, 𝐜𝐨𝐬إذا كانت قوة ) أسُ (   .1 𝐬𝐢𝐧   زوجية تستخدم

 المتطابقة  

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 =
𝟏

𝟐
 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 =
𝟏

𝟐
 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

,  𝐜𝐨𝐬إذا كانت قوس ) أس(  .2 𝐬𝐢𝐧  فردية 

(  1يساوي ) 𝐜𝐨𝐬أو   𝐬𝐢𝐧نجعل أس إما  -

 والباقي بدلالة الآخر  

∫ 𝐬𝐢𝐧  (𝐜𝐨𝐬  الباقي ) 

𝒖نفرض                 = 𝐜𝐨𝐬                     مفرد 

∫ 𝐜𝐨𝐬  (𝐬𝐢𝐧  الباقي ) 

𝒖 نفرض                  = 𝐬𝐢𝐧  

 وللتحويل نستخدم                  

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙  

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 

 

 

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين: 

𝟏) ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙 𝒅𝒙 

 : الحل  

∫ 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙  

 

 تكامل الاقترانات المثلثية بالتعويض  5مثال

 1مثال
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∫(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙) 𝐜𝐨𝐬 𝒙  

𝒖 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙       
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙  

⟹  𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
  

∫(𝟏 − 𝒖𝟐) 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ×
𝒅𝒖

 𝐜𝐨𝐬 𝒙
  

= 𝒖 −
𝒖𝟑

𝟑
+ 𝑪 

= 𝐬𝐢𝐧 𝒙 −
𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙

𝟑
+ 𝑪 

𝟐) ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟒𝒙  𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙 𝒅𝒙 

 : الحل  
 𝐬𝐢𝐧 𝒙نسحب من الفردي 

∫ 𝐜𝐨𝐬𝟒𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙  𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙  

∫ 𝐜𝐨𝐬𝟒𝒙 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙) 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙  

𝒖 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙      
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= −𝐬𝐢𝐧 𝒙  

𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝐬𝐢𝐧 𝒙 
 

∫ 𝒖𝟒 (𝟏 − 𝒖𝟐) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ×
−𝒅𝒖

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

− ∫ 𝒖𝟒 − 𝒖𝟔  𝒅𝒖 

=  −
𝒖𝟓

𝟓
+

𝒖𝟕

𝟕
+ 𝑪 

= −
(𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟓

𝟓
+

(𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟕

𝟕
+ 𝑪 

 

 

 

 

 39صفحة                                             

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين:

𝒂) ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  

∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙  

= ∫(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙   

𝒖 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙           
𝒅𝒖

𝒅𝒙
=  −𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝒅𝒙 =  −
𝒅𝒖

𝐬𝐢𝐧 𝒙
  

= ∫(𝟏 − 𝒖𝟐) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ×
−𝒅𝒖

𝐬𝐢𝐧 𝒙
   

= ∫(−𝟏 + 𝒖𝟐) 𝒅𝒖    

= −𝒖 +
𝒖𝟑

𝟑
+ 𝑪 

= −𝐜𝐨𝐬 𝒙 +
𝟏

𝟑
 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙 + 𝑪 

𝒃) ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟓𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙   

 : الحل  

= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟒𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙  

= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙    

𝒖 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙              
𝒅𝒖

𝒅𝒙
=  𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

 2مثال
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= ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 − 𝒖𝟐)𝟐 𝒖𝟐 ×
𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
    

= ∫(𝟏 − 𝟐𝒖𝟐 + 𝒖𝟒) 𝒅𝒖    

=
𝟏

𝟑
𝒖𝟑 −

𝟐

𝟓
 𝒖𝟓 +

𝟏

𝟕
𝒖𝟕 + 𝑪 

=
𝟏

𝟑
(𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙) −

𝟐

𝟓
 𝐬𝐢𝐧𝟓𝒙 +

𝟏

𝟕
 𝐬𝐢𝐧𝟕𝒙 + 𝑪 

 

𝐭𝐚𝐧تكاملات تحوي ( 2 , 𝐬𝐞𝐜

𝟏) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙(𝐭𝐚𝐧   الباقي  بدلالة ) 

𝒖  نفرض = 𝐭𝐚𝐧 

𝟐) ∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙(𝐬𝐞𝐜 𝒙  الباقي  بدلالة ) 

𝒖  نفرض = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

امةهمتطابقات 

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 = 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙  

𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 = 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 كلاً من التكاملات الآتية:أجد 

𝟏) ∫ 𝐭𝐚𝐧𝟑𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  

∫ 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙  𝒅𝒙  

∫(𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 − 𝟏) 𝐭𝐚𝐧 𝒙   

= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − ∫ 𝐭𝐚𝐧 𝒙   

 التكامل الأول                      

𝒖 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙    
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 

⟹ 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙
 

= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒖 ×
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙
− ∫ 𝐭𝐚𝐧 𝒙  𝒅𝒙  

=
𝒖𝟐

𝟐
+ 𝐥𝐧 |𝐜𝐨𝐬 𝒙| + 𝑪 

=
𝟏

𝟐
 (𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙) + 𝐥𝐧 |𝐜𝐨𝐬 𝒙| + 𝑪 

𝟐) ∫ 𝐜𝐨𝐭𝟒𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  
∫ 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 𝒅𝒙  

∫ 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 (𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 − 𝟏)   

= ∫ 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙   

 التكامل الأول 

 ملاحظة  

𝒖نفرض     فردية  𝐬𝐞𝐜. قوة  1 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

𝒖نفرض      زوجية 𝐬𝐞𝐜. قوة  2 = 𝐭𝐚𝐧 

 

 

 ملاحظة   

تحوي   التي  ,  𝐜𝐨𝐭الاقترانــات  𝐜𝐬𝐜    ــل نتعــام

 نتعامل معها بنفس الطريقة

𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 = 𝟏 + 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙  

𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 = 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 − 𝟏                

 

 

 

 1مثال
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𝒖 = 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=  −𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙  

= ∫ 𝒖𝟐 × 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 ×
−𝒅𝒖

𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙
− ∫ 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙  

= ∫ −𝒖𝟐 𝒅𝒖 − ∫(𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 − 𝟏)𝒅𝒙  

=
𝒖𝟑

𝟑
+ 𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝒙 + 𝑪 

= −
𝟏

𝟑
 𝐜𝐨𝐭𝟑𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝒙 + 𝑪 

𝟑) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟒 𝒙 𝐭𝐚𝐧𝟑𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖نفرض أن  = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙  ⟶ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙  
  

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟒𝒙 𝒖𝟑
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙  
  

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒖𝟑
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙  
  

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒖𝟑 𝒅𝒖   

∫(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙) 𝒖𝟑 𝒅𝒖  

∫(𝒖𝟑 + 𝒖𝟓) 𝒅𝒖   

=
𝟏

𝟒
 𝒖𝟒 +

𝟏

𝟔
𝒖𝟔 + 𝑪 

=
𝟏

𝟒
 𝐭𝐚𝐧𝟒𝒙 +

𝟏

𝟔
 𝐭𝐚𝐧𝟔𝒙 + 𝑪 

 

 

 

 

 

 41صفحة                                            

 التكاملات الآتية:أجد كلاً من 

𝟏) ∫ 𝐭𝐚𝐧𝟒𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  

∫ 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙  𝒅𝒙  

∫(−𝟏 + 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙)𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 𝒅𝒙   

= ∫ 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 + ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 𝒅𝒙   

 التكامل الثاني 

𝒖نفرض                                           = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙  ⟶  𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 
 

= ∫ 𝟏 − 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒅𝒙 + ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 
𝒖𝟐 𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙
  

= 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧 𝒙 +
𝟏

𝟑
𝒖𝟑 + 𝑪 

𝒙 − 𝐭𝐚𝐧 𝒙 +
𝟏

𝟑
𝐭𝐚𝐧𝟑𝒙 + 𝑪 

𝟐) ∫ 𝐜𝐨𝐭𝟓𝒙 𝒅𝒙  

 : الحل  
∫ 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐨𝐭𝟒𝒙  𝒅𝒙   

= ∫ 𝐜𝐨𝐭 𝒙 (𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 − 𝟏)𝟐  

= ∫ 𝐜𝐨𝐭 𝒙 (𝐜𝐬𝐜𝟒𝒙 − 𝟐𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 + 𝟏)  

 

 2مثال
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= ∫ 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐬𝐜𝟒𝒙 − 𝟐𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙  

 الأول 

𝒖 = 𝐜𝐨𝐭 𝒙              𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

−𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙
 

= ∫ 𝒖 𝐜𝐬𝐜𝟒 𝒙 (
−𝒅𝒖

𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙
)  

= − ∫ 𝒖 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙  𝒅𝒖   

= − ∫ 𝒖 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙)  𝒅𝒖   

= − ∫ 𝒖 (𝟏 + 𝒖𝟐)𝒅𝒖   

= − ∫ 𝒖 + 𝒖𝟑𝒅𝒖    

=
−𝒖𝟐

𝟐
−

𝒖𝟒

𝟒
+ 𝑪 

=
−𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 

𝟐
−

𝐜𝐨𝐭𝟒𝒙 

𝟒
+ 𝑪 

 التكامل الثاني

∫ 𝟐 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 𝒅𝒙     

𝒖 = 𝐜𝐨𝐭 𝒙              𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

−𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙
 

= ∫ 𝟐 𝒖 𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 ×
−𝒅𝒖

𝐜𝐬𝐜𝟐𝒙 
     

= −𝟐 ∫ 𝒖 𝒅𝒖     

= −𝟐
𝒖𝟐

𝟐
= −𝒖𝟐 

= −𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 

 

 

 

 الجواب

− 𝐜𝐨𝐭𝟐𝒙 

𝟐
−

 𝐜𝐨𝐭𝟒𝒙

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐭𝟐 𝒙 + 𝐥𝐧 |𝐬𝐢𝐧 𝒙| + 𝑪 

𝒖من الممكن أن نفرض الحل الأول   = 𝐜𝐬𝐜 𝒙 

𝟑) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟒𝒙 𝐭𝐚𝐧𝟔𝒙  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙              𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙
 

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟒𝒙  𝒖𝟔  
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙
   

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 𝒖𝟔 𝒅𝒖   

∫(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙) 𝒖𝟔 𝒅𝒖   

∫(𝟏 + 𝒖𝟐) 𝒖𝟔 𝒅𝒖    

∫ 𝒖𝟔 + 𝒖𝟖 𝒅𝒖    

𝟏

𝟕
 𝒖𝟕 +

𝟏

𝟗
 𝒖𝟗 + 𝑪 

𝟏

𝟕
 𝐭𝐚𝐧𝟕𝒙 +

𝟏

𝟗
 𝐭𝐚𝐧𝟗𝒙 + 𝑪 

 

 

 جد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟑𝒙 + 𝐭𝐚𝐧𝟑𝒙  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖نفرض أن                                       = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙  

 

 3مثال
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= ∫ 𝒖𝟑 𝐭𝐚𝐧𝟑𝒙 
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 
  

∫ 𝒖𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 
𝒅𝒖

𝒖
    

∫ 𝒖𝟐 (𝟏 + 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙) 𝒅𝒖    

∫ 𝒖𝟐 (𝟏 + 𝒖𝟐) 𝒅𝒖   

= ∫ 𝒖𝟐 + 𝒖𝟒 𝒅𝒖    

=
𝟏

𝟑
 𝒖𝟑 +

𝟏

𝟓
 𝒖𝟓 + 𝑪 

=
𝟏

𝟑
 𝐬𝐞𝐜𝟑𝒙 +

𝟏

𝟓
𝐬𝐞𝐜𝟓𝒙 + 𝑪 

𝟐) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝐧𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙  𝒅𝒙  

 : الحل  

∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝐬𝐞𝐜𝒏−𝟏 𝒅𝒙  

𝒖 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙          𝒅𝒖 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧  𝒅𝒙  

= ∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙  𝒖𝒏−𝟏 ×
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙
  

= ∫ 𝐮𝒏−𝟏 𝒅𝒖 =
𝒖𝒏

𝒏
+ 𝑪 

=
𝟏

𝒏
 𝐬𝐞𝐜𝐧𝒙 + 𝑪 

𝟑) ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 √𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙
  𝒅𝒙  

 : الحل  

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙
𝟏

√𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙
  

𝒖 = √𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙  

𝒖𝟐 = 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙  

𝟐𝒖  𝒅𝒖 = 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 𝒅𝒙  

 

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 ×
𝟏

𝒖
 ×

𝟐𝒖 𝒅𝒖 

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 
   

= ∫ 𝟐 𝒅𝒖 = 𝟐𝒖 + 𝑪   

= 𝟐√𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝑪 

𝟒) ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟒𝒙  𝒅𝒙  

 : الحل  
𝒖 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙          𝒅𝒖 = 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙  𝒅𝒙  

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟒𝒙
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙
  

= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒅𝒖  

= ∫(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙) 𝒅𝒖  

= ∫(𝟏 + 𝒖𝟐) 𝒅𝒖  

= 𝒖 +
𝟏

𝟑
 𝒖𝟑 + 𝑪 

= 𝐭𝐚𝐧 𝒙 +
𝟏

𝟑
 𝐭𝐚𝐧𝟑𝒙 + 𝑪 

𝟓) ∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟒𝒙
  𝒅𝒙  

 : الحل  

∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 
×

𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
 𝒅𝒙  

= ∫ 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒅𝒙  

𝒖 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙  

𝒅𝒖 = 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙 𝒅𝒙  

∫ 𝒖𝟐 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙
𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙
  

∫ 𝒖𝟐 𝒅𝒖 =
𝟏

𝟑
 𝒖𝟑 + 𝑪  

𝟏

𝟑
 𝐭𝐚𝐧𝟑𝒙 + 𝑪 
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,𝒂]متصلاً على  ′𝒈كان  إذا  𝒃]   وكان𝒇  متصلاً على

𝒖مدى  = 𝒈(𝒙)   فإن 

∫ 𝒇(𝒈(𝒙))𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒖) 𝒅𝒖
𝒈(𝒃)

𝒈(𝒂)

𝒃

𝒂

 

 
 

 

 أجد كلاً من التكاملات الآتية: 

𝟏) ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 √𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝝅/𝟐

𝟎

𝒅𝒙 

 : الحل  
𝒖 = 𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙   

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙 
  

 نعير حدود التكامل 

𝒙 = 𝟎 ⟶ 𝒖 = 𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝟎 = 𝟏  

𝒙 =
𝝅

𝟐
 ⟶ 𝒖 = 𝟏 + 𝐬𝐢𝐧

𝛑

𝟐
= 𝟐 

 بالتعويض 

∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 √𝒖 
𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

𝟐

𝟏

 

= ∫ 𝒖
𝟏

𝟐

𝟐

𝟏

 𝒅𝒖  

=
𝟐

𝟑
  𝒖

𝟑

𝟐|
𝟏

𝟐

=
𝟐

𝟑
  √𝒖𝟑|

𝟏

𝟐

 

=
𝟐

𝟑
(√𝟖 − √𝟏)  

=
𝟐

𝟑
(√𝟖 − 𝟏) 

 

𝟐) ∫
𝒙

√𝟐𝒙 − 𝟏

𝟐𝟓

𝟏

𝒅𝒙 

 : الحل  
𝒖 = √𝟐𝒙 − 𝟏  ⟶ 𝒖𝟐 = 𝟐𝒙 − 𝟏   

𝟐𝒖 𝒅𝒖 = 𝟐𝒅𝒙  

𝒙 = 𝟏 ⟶ 𝒖 =  √𝟏 = 𝟏  

𝒙 = 𝟐𝟓 ⟶ 𝒖 =  √𝟓𝟎 − 𝟏 =  √𝟒𝟗 = 𝟕 

∫
𝒙

𝒖
 ×

𝟐𝒖 𝒅𝒖

𝟐
 

𝟕

𝟏

 

∫ 𝒙 𝒅𝒖 
𝟕

𝟏

 

 لكن 

𝒙 =
𝟏

𝟐
 (𝒖𝟐 + 𝟏) 

𝟏

𝟐
∫ 𝒖𝟐 + 𝟏 =

𝟏

𝟐
 (

𝒖𝟑

𝟑
+ 𝒖)

 
 
 
|

𝟏

𝟕

 
𝟕

𝟏

 

𝟏

𝟐
(

𝟏

𝟑
(𝟕)𝟑 + 𝟕) − (

𝟏

𝟑
(𝟏)𝟑 + 𝟏) = 𝟔𝟎 

 

 

 43صفحة                                                

 التكاملين الآتيين:أجد كلاً من 

𝟏) ∫ 𝒙 (𝒙 + 𝟏)𝟑 𝒅𝒙
𝟐

𝟎

 

 : الحل  
𝒖 = 𝒙 + 𝟏 ⟶ 𝒅𝒖 = 𝒅𝒙  

𝒙 = 𝒖 − 𝟏  

𝒙 = 𝟎 ⟶ 𝒖 = 𝟏  

𝒙 = 𝟐 ⟶ 𝒖 = 𝟑  

 

∫ (𝒖 − 𝟏) (𝒖𝟑)𝒅𝒙 
𝟑

𝟏

 

للتكاملات  التكامل بالتعويض 

 المحدودة 

 مفهوم أساسي  

 1مثال

 2مثال
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= ∫ 𝒖𝟒 − 𝒖𝟑 𝒅𝒙 
𝟑

𝟏

 

𝟏

𝟓
 𝒖𝟓 −

𝟏

𝟒
 𝒖𝟒|

𝟏

𝟒

 

(
𝟏

𝟓
(𝟑)𝟓 −

𝟏

𝟒
(𝟑)𝟒) − (

𝟏

𝟓
(𝟏)𝟓 −

𝟏

𝟒
(𝟏)𝟒) 

(
𝟐𝟒𝟑

𝟓
−

𝟖𝟏

𝟒
) − (

𝟏

𝟓
−

𝟏

𝟒
) 

𝟐𝟒𝟐

𝟓
−

𝟖𝟎

𝟒
  

=
𝟐𝟒𝟐

𝟓
− 𝟐𝟎 =  

=
𝟐𝟒𝟐

𝟓
−

𝟏𝟎𝟎

𝟓
=

𝟏𝟒𝟐

𝟓
= 𝟐𝟖. 𝟒 

𝟐) ∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 √𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟐
𝝅/𝟑

𝟎

 

 : الحل  
𝒖 = √𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟐  

𝒖𝟐 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟐  

𝟐𝒖 𝒅𝒖 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝒅𝒙  

𝒙 = 𝟎 ⟶ 𝒖 = √𝟏 + 𝟐 = √𝟑  

𝒙 =
𝝅

𝟑
 ⟶ 𝒖 = √𝐬𝐞𝐜 

𝝅

𝟑
+ 𝟐   

√𝟒 = 𝟐 

∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 ×
𝒖 × 𝟐𝒖 𝒅𝒖 

𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙
 

𝟐

√𝟑

 

∫ 𝟐𝒖𝟐𝒅𝒖 =
𝟐

𝟑
 𝒖𝟑

𝟐

√𝟑

|
√𝟑

𝟐

 

𝟐

𝟑
 (𝟐𝟑 − (√𝟑)

𝟑
) 

𝟐

𝟑
(𝟖 − √𝟐𝟕) ≈ 𝟏. 𝟖𝟕 

 

 

 

   فأوجد                            إذا كان

 : الحل  
𝒖 = 𝒙𝟐  ⟶ 𝒅𝒖 = 𝟐𝒙 𝒅𝒙   

𝒖 = 𝟐  ⟶ 𝒖 = 𝟒    

𝒖 = 𝟏  ⟶ 𝒖 = 𝟏  

∫ 𝒙 𝒇(𝒖)
𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

𝟏

𝟒

 

=
𝟏

𝟐
 ∫ 𝒇(𝒖) 𝒅𝒖  

𝟏

𝟒

 

= −
𝟏

𝟐
 ∫ 𝒇(𝒖) 𝒅𝒖  

𝟒

𝟏

 

= −
𝟏

𝟐
× 𝟖 = −𝟒 

 

 فأوجد قيمة                                        إذا كان
 

∫ 𝒆𝒙 𝒇 (√𝒆𝒙)𝒅𝒙  
𝟐

𝟎

 

 : الحل  
𝒖 = √𝒆𝒙 = 𝒆

𝒙

𝟐  

𝒅𝒖 =
𝟏

𝟐
 𝒆

𝒙

𝟐 𝒅𝒙   

𝒅𝒙 =
𝟐

𝒆
𝒙

𝟐

 𝒅𝒖  

𝒙 = 𝟎 ⟶ 𝒖 = √𝒆𝟎 = 𝟏 

𝒙 = 𝟐 ⟶ 𝒖 =  𝒆
𝟐

𝟑 = 𝒆 

∫ 𝒆𝒙 𝒇(𝒖)
𝟐

𝒆
𝒙

𝟐

 𝒅𝒖
𝒆

𝟏

 

= ∫ 𝒖 𝒇(𝒖)𝒅𝒖 
𝒆

𝟏

 

= 𝟐(𝟒) = 𝟖 

 3مثال

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟖 
𝟒

𝟏

 ∫ 𝒙 𝒇(𝒙𝟐) 𝒅𝒙 
𝟏

𝟐

 

 4مثال

∫ 𝒙 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟒  
𝒆

𝟏

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

99 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 

 إذ كان  
 

 𝒄أوجد قيمة الثابت 

 : الحل  
𝒖 = 𝒙 − 𝟓                  𝒅𝒖 = 𝒅𝒙  

𝒖 = 𝒙 − 𝟓 ⟶ 𝒖 = 𝟑  

𝒙 = 𝒄 ⟶ 𝒖 = 𝒄 − 𝟓  

∫ 𝒇(𝒙 − 𝟓) 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒖) 𝒅𝒖
𝒄−𝟓

𝟑

𝒄

𝟖

 

= ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝟕

𝟑

 

⟹ 𝟕 = 𝒄 − 𝟓 

⟹ 𝒄 = 𝟏𝟐 

 

 

𝒇(𝟏)  وكان 𝑹قابل للتكامل على  𝒇إذا كان   = 𝟎 , 

𝒇(𝟖) =  فما قيمة   𝟖

∫ 𝟑𝒙𝟐 𝒇′(𝒙𝟑)𝒅𝒙
𝟐

𝟏

 

 : الحل  
𝒖 = 𝒙𝟑   ⟶ 𝒅𝒖 = 𝟑𝒙𝟐 𝒅𝒙  

𝒖 = 𝟏        𝒖 = 𝟏  

𝒙 = 𝟐         𝒖 = 𝟖 

∫ 𝟑𝒙𝟐𝒇′(𝒙𝟑) 𝒅𝒙 = ∫ 𝟑𝒙𝟐𝒇′(𝒖)
𝒅𝒖

𝟑𝒙𝟐

𝟖

𝟏

𝟐

𝟏

 

= ∫ 𝒇′(𝒖) 𝒅𝒖 = 𝒇(𝟖) − 𝒇(𝟏)
𝟖

𝟏

 

= 𝟖 − 𝟎 = 𝟖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5مثال

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  ∫ 𝒇(𝒙 − 𝟓)𝒅𝒙
𝒄

𝟖

𝟕

𝟑

 

 6مثال
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 :   الحل  

 

 

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  
 

 

 التكامل بالتعويض

الثانيالدرس   
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 :   الحل  

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 :   الحل  

 

 

∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 (𝟒 + 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙)𝟑 𝒅𝒙 

 :   الحل  
 

𝒖 = 𝟒 + 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 → 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝒂𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙

=
𝒅𝒖

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙
 

∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 (𝒖)𝟑
𝒅𝒖

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙
= ∫ 𝒖𝟑 𝒅𝒖

=
𝒖𝟒

𝟒
+ 𝑪 

=  
(𝟒 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)𝟒

𝟒
+ 𝑪 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 :    الحل 

𝒇(𝒙)     نجد أصفار الاقتران بحل المعادلة = 𝟎 
   ، فتكون نقطة التماس(0.0)    نقطة التقاطع

(𝟐, 𝟎) 
 𝒇′(𝟎)    ويمكن التحقق بحساب
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 الحل:   

 

 

 

 
 :   الحل  

 
 
 

 
𝑆(0)  لكن = لأن الجسيم انطلق من نقطة     0

 .الأصل
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 :   الحل  

 
 

 
المعتاد     𝒄 لثابت التكامل بدل 𝑘  استعمل الرمز

  𝒄لتمييز ثابت التكامل عن رمز الاقتران
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 :   الحل  

 
  يوجد عدد لا نهائي من الحلول لهاتين 

المعادلتين، نريد أصعر حلين موجبين  

,𝑪)   للنقطتين   𝒙 الإحداثي) 𝑩  وأكبر حل

 (𝑩  للنقطة  𝒙  الإحداثي)ساالب  
 

 
   : أصعر حلين موجبين هما

𝑥 =
𝜋

2
, 𝑥 =

3𝜋

2
 

𝑛  بوضع ، = 0       

 
 
 

 : سالب هو أكبر حل

𝒙 =
−𝝅

𝟐
 

𝒏بوضع      = −𝟏    

 
          فإحداثياها هما  𝐷    أما النقطة

𝑫(𝟎, 𝒇(𝟎)) =   (𝟎, 𝟑)    

 
 :   الحل  
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 :   الحل  

 :من حل السؤال السابق نجد أن
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 :   الحل  
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 الحل:   

 

 
 الحل:   

 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 الحل:   
 

لي   ر  لدلي 
صغ  اعف  الأ  ن  هو       المض  ري  د      6الج 

ن  الى  ري  د  لي  الج  وحد دلي 
لك ن   6ولد 
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 الحل:   

 

 

 الحل:   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل:   

 

 تمارين ومسائل كتاب التمارين 
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 الحل:   
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استعمال تجزئة المقادير النسبية لايجاد تكامل اقترانات 

 نسبية 

 
 

𝒙 + 𝟏𝟒

(𝒙 − 𝟒)(𝒙 + 𝟐)
=

𝟑

𝒙 − 𝟒
+

−𝟐

𝒙 + 𝟐
 

 

 كسر جزئي    كسر جزئي        

 

 

 

 

 عوامل المقام كثيرات حدود خطية مختلفة . .1

احدها    . 2 خطية  حدود  كثيرات  المقام  عوامل 

 مكرر .

عوامل المقام كثيرات حدود احدها تربيعي غير   .3

 قابل للتحليل )مميزة سالب( وغير مكرر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

الحالة الأولى:
عوامل المقام كثيرات حدود خطية 

مختلفة
 

درجة   وكانت  مختلفة  خطية  عوامل  الى  يحلل  المقام 

 البسط أقل من درجة المقام 
 

𝑷(𝒙)

𝑸(𝒙)
=

𝑨𝟏

𝒂𝟏𝒙 + 𝒃𝟏
+

𝑨𝟐

𝒂𝟐𝒙 + 𝒃𝟐
  ⋯ ⋯ 

 

 

 

∫
𝒙 − 𝟓

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐
𝒅𝒙    أجد 

 :   الحل  
 نجزء المقدار النسبي 

𝒙 − 𝟓

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐
=

𝒙 − 𝟓

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟏)
 

=
𝑨

𝒙 + 𝟏
+

𝑩

𝒙 − 𝟐
 

 توحيد مقامات 

𝑨(𝒙 − 𝟐) + 𝑩(𝒙 + 𝟏) = 𝒙 − 𝟓 

𝒙  بتعويض = −𝟏 

−𝟑𝑨 = −𝟔 ⟶ 𝑨 = 𝟐 

𝒙  بتعويض = 𝟐 

𝟑𝑩 = −𝟑 ⟶ 𝑩 = −𝟏 

∫
𝒙 − 𝟓

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐
𝒅𝒙 = ∫

𝟐

𝒙 + 𝟏
−

𝟏

𝒙 − 𝟐
𝒅𝒙 

 الدرس الثالث
 التكامل بالكسور الجزيئية 

 

 التكامل بالكسور الجزيئية

 حالات التكامل بالكسور الجزيئية 

 1مثال
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= 𝟐 𝐥𝐧|𝒙 + 𝟏| − 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟐| + 𝑪 

= 𝟐 𝐥𝐧 |
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟐
| + 𝑪 

= 𝐥𝐧 |
(𝒙 + 𝟏)𝟐

𝒙 − 𝟐
| + 𝑪 

 

 

 49صفحة                                                

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين :

𝒂) ∫
𝒙 − 𝟕

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟔
𝒅𝒙 

 :   الحل  
𝒙 − 𝟕

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟔
=

𝒙 − 𝟕

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟐)
 

=
𝑨

𝒙 − 𝟑
+

𝑩

𝒙 + 𝟐
 

𝑨(𝒙 + 𝟐) + 𝑩(𝒙 − 𝟑) = 𝒙 − 𝟕 

𝒙  نعوض = −𝟐 

−𝟓𝑩 = −𝟗             𝑩 =
𝟗

𝟓
 

𝒙 = 𝟑 

𝟓𝑨 = −𝟒                 𝑨 =
−𝟒

𝟓
 

∫

−𝟒

𝟓

𝒙 − 𝟑
+

𝟗

𝟓

𝒙 + 𝟐
 

=
−𝟒

𝟓
𝐥𝐧|𝒙 − 𝟑| +

𝟗

𝟓
𝐥𝐧|𝒙 + 𝟐| + 𝑪 

 

 

 

 

𝒃) ∫
𝟑𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
𝒅𝒙 

 :   الحل  
𝟑𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
=

𝑨

𝒙 − 𝟏
+

𝑩

𝒙 + 𝟏
 

𝑨(𝒙 + 𝟏) + 𝑩(𝒙 − 𝟏) = 𝟑𝒙 − 𝟏 

𝒙 = 𝟏 

𝟐𝑨 = 𝟐                 𝑨 = 𝟏 

𝒙 = −𝟏 

−𝟐𝑩 = −𝟒             𝑩 = 𝟐 

∫
𝟏

𝒙 − 𝟏
+

𝟐

𝒙 + 𝟏
 

= 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| + 𝟐 𝐥𝐧|𝒙 + 𝟏| + 𝑪 

 

الحالة الثانية: 
عوامل المقام كثيرات حدود خطية 

احدها مكرر
 

اذا كان التحليل الكامل لمقام مقدار نســــبي يحوي عاملاً  

مكرر   يقابل  𝒏خطياً  العامل  فإن هذا  المرات  من  𝒏من 

 الكسور الجزئية  
 

𝑨𝟏

(𝒂𝒙 + 𝒃)𝟏
+

𝑨𝟐

(𝒂𝒙 + 𝒃)𝟐
 ⋯ 

𝑨𝒏

(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒏
   

 

 

 

 

 

 

 2مثال
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∫
𝟑𝒙𝟐 + 𝟐

𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙
𝒅𝒙    أجد 

 :   الحل  
𝟑𝒙𝟐 + 𝟐

𝒙(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏)
=

𝟑𝒙𝟐 + 𝟐

𝒙(𝒙 − 𝟏)𝟐
 

𝑨

𝒙
+

𝑩

𝒙 − 𝟏
=

𝑪

(𝒙 − 𝟏)𝟐
 

𝑨(𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝑩𝒙(𝒙 − 𝟏) + 𝑪𝒙 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐 

⟸ 𝒙 = 𝟎 

𝑨 = 𝟐 

𝒙 = 𝟏 

𝟎 + 𝟎 + 𝑪 = 𝟓 

𝑪 = 𝟓 ⟸ 

𝒙  وليكن 𝑩  نعوض أي عدد حقيقي لايجاد قيمة = −𝟏 

𝑨 = 𝟐 

𝑪 = 𝟓 

𝟐(−𝟐)𝟐 + 𝑩(−𝟏)(−𝟐) + 𝟓(−𝟏) = 𝟑 + 𝟐 

𝟖 + 𝟐𝑩 − 𝟓 = 𝟓 

𝟐𝑩 = 𝟏𝟎 − 𝟖 = 𝟐 ⟶ 𝑩 = 𝟏 

= ∫
𝟐

𝒙
+

𝟏

𝒙 − 𝟏
+

𝟓

(𝒙 − 𝟏)𝟐
 

= ∫
𝟐

𝒙
+

𝟏

𝒙 − 𝟏
+ 𝟓(𝒙 − 𝟏)−𝟐 𝒅𝒙 

= 𝟐 𝐥𝐧|𝒙| + 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| − 𝟓(𝒙 − 𝟏)−𝟏 + 𝑪 

= 𝟐 𝐥𝐧|𝒙| + 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| −
𝟓

(𝒙 − 𝟏)
+ 𝑪 

 

  

 51صفحة                                               

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين :

𝒂) ∫
𝒙 + 𝟒

(𝟐𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟏)𝟐
𝒅𝒙 

 :   الحل  

=
𝑨

𝟐𝒙 − 𝟏
+

𝑩

𝒙 − 𝟏
+

𝑪

(𝒙 − 𝟏)𝟐
 

𝑨(𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝑩(𝒙 − 𝟏)(𝟐𝒙 − 𝟏)

+ 𝑪(𝟐𝒙 − 𝟏) = 𝒙 + 𝟒 

𝒙 =
𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟒
𝑨 =

𝟏

𝟐
+ 𝟒 

𝑨 =
𝟗

𝟐
× 𝟒 = 𝟏𝟖 

𝒙 = 𝟏 

𝑪 = 𝟓  

𝑪 = 𝟓                  𝑨 = 𝟏𝟖                    𝒙 = 𝟎 

𝟏𝟖 + 𝑩 ± 𝟓 = 𝟒 

𝑩 + 𝟏𝟑 = 𝟒 

𝑩 = −𝟗 

= ∫
𝟏𝟖

𝟐𝒙 − 𝟏
+

−𝟗

𝒙 − 𝟏
+

𝟓

(𝒙 − 𝟏)𝟐
 

∫
𝟏𝟖

𝟐𝒙 − 𝟏
−

𝟗

𝒙 − 𝟏
+ 𝟓(𝒙 − 𝟏)−𝟐 𝒅𝒙 

𝟗 𝐥𝐧|𝟐𝒙 − 𝟏| − 𝟗 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| − 𝟓(𝒙 − 𝟏)−𝟏 

= 𝟗 𝐥𝐧|𝟐𝒙 − 𝟏| − 𝟗 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| −
𝟓

(𝒙 − 𝟏)
 

 1مثال

 2مثال
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𝒃) ∫
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒

𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝒙
𝒅𝒙 

 :   الحل  
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒

𝒙(𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒)
=

𝒙𝟔𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒

𝒙(𝒙 − 𝟐)𝟐
 

𝑨

𝒙
+

𝑩

𝒙 − 𝟐
+

𝑪

(𝒙 − 𝟐)𝟐
 

= 𝑨(𝒙 − 𝟐)𝟐 + 𝑩𝒙(𝒙 − 𝟐) + 𝑪𝒙 

= 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒 

𝒙 = 𝟎 ⟶ 

𝟒𝑨 = −𝟒             𝑨 = −𝟏 

𝒙 = 𝟐 

𝟐𝑪 = 𝟒 − 𝟒 − 𝟒 = −𝟒 

𝑪 = −𝟐 

𝒙  نعوض = −𝟏 

𝑨 = −𝟏 ، 𝑪 = −𝟐 

−𝟗 + 𝟑𝑩 + 𝟐 = 𝟏 + 𝟐 − 𝟒 

𝟑𝑩 − 𝟕 = −𝟏 

𝟑𝑩 = 𝟔 ⟶ 𝑩 = 𝟐 

= ∫
−𝟏

𝒙
+

𝟐

𝒙 − 𝟐
+

−𝟐

(𝒙 − 𝟐)𝟐
 

= ∫
−𝟏

𝒙
+

𝟐

𝒙 − 𝟐
− 𝟐(𝒙 − 𝟐)−𝟐 

− 𝐥𝐧|𝒙| + 𝟐 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟐| + 𝟐(𝒙 − 𝟐)−𝟏 

= − 𝐥𝐧|𝒙| + 𝟐 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟐| +
𝟐

𝒙 − 𝟐
+ 𝑪 

 

 

 

 

 

 أجد كلا من التكاملات الآتية :

𝟏) ∫
𝒙𝟐 + 𝟏

𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐
𝒅𝒙 

   :  الحل  

=
𝒙𝟐 + 𝟏

𝒙𝟐(𝒙 + 𝟒)
 

=
𝑨

𝒙
+

𝑩

𝒙𝟐
+

𝑪

𝒙 + 𝟒
 

= 𝑨𝒙(𝒙 + 𝟒) + 𝑩(𝒙 + 𝟒) + 𝑪𝒙𝟐 

= 𝒙𝟐 + 𝟏 

𝒙 = 𝟎 ⟶ 𝟒𝑩 = 𝟏          𝑩 =
𝟏

𝟒
 

𝒙 = −𝟒           𝟏𝟔𝑪 = 𝟏𝟕            𝑪 =
𝟏𝟕

𝟏𝟔
 

𝒙 = −𝟏             𝑩 =
𝟏

𝟒
              𝑪 =

𝟏𝟕

𝟏𝟔
 

−𝟑𝑨 +
𝟏

𝟒
× 𝟑 +

𝟏𝟕

𝟏𝟔
(−𝟏)𝟐 = 𝟐 

−𝟑𝑨 +
𝟑 × 𝟒

𝟒 × 𝟒
+

𝟏𝟕

𝟏𝟔
= 𝟐 

−𝟑𝑨 +
𝟐𝟗

𝟏𝟔
= 𝟐 

−𝟑𝑨

−𝟑
=

𝟑

𝟏𝟔

−𝟑
 

𝑨 =
−𝟑

𝟒𝟖
= −

−𝟏

𝟏𝟔
 

= ∫
−

𝟏

𝟏𝟔

𝒙
+

𝟏

𝟒

𝒙𝟐
+

𝟏𝟕

𝟏𝟔

𝒙 + 𝟒
 

 3مثال
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= ∫
−

𝟏

𝟏𝟔

𝒙
+

𝟏

𝟒
𝒙−𝟐 +

𝟏𝟕

𝟏𝟔

𝒙 + 𝟒
 

−𝟏

𝟏𝟔
𝐥𝐧|𝒙| −

𝟏

𝟒
𝒙−𝟏 +

𝟏𝟕

𝟏𝟔
𝐥𝐧|𝒙 + 𝟒| 

−𝟏

𝟏𝟔
𝐥𝐧|𝒙| −

𝟏

𝟒𝒙
+

𝟏𝟕

𝟏𝟔
𝐥𝐧|𝒙 + 𝟒| + 𝑪 

𝟐) ∫
𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟔

𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟖
𝒅𝒙 

 :   الحل  
 نحلل المقام باستخدام القسمة التركيبية 

𝒙نجرب                                                    = 𝟏 

𝟏 + 𝟓 + 𝟐 − 𝟖 = 𝟎 

  𝒙 𝒙𝟐 𝒙𝟑 ثابت 

−𝟖 𝟐 𝟓 𝟏 𝟏  

𝟖 𝟔 𝟏   

𝟎 𝟖 𝟔 𝟏  

 

(𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟖) 

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟐)(𝒙 + 𝟒) 

=
𝑨

𝒙 − 𝟏
+

𝑩

𝒙 + 𝟐
+

𝑪

𝒙 + 𝟒
 

= 𝑨(𝒙 + 𝟐)(𝒙 + 𝟒) + 𝑩(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟒)

+ 𝑪(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟐) 

= 𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟔 

𝒙 = 𝟏 ⟹ 𝟏𝟓𝑨 = −𝟒 

𝑨 =
−𝟒

𝟏𝟓
 

𝒙 = −𝟒 

𝑪(−𝟓)(−𝟐) = 𝟏𝟔 − 𝟒 − 𝟔 

𝟏𝟎𝑪 = 𝟔 ⟶ 𝑪 =
𝟔

𝟏𝟎
−

−𝟑

𝟓
 

 

𝒙 = −𝟐 

𝟎 + 𝑩(−𝟑)(𝟐) + 𝟎 = −𝟒 

−𝟔𝑩 = −𝟒 

𝑩 =
−𝟒

−𝟔
⟶ 𝑩 =

𝟐

𝟑
 

∫

−𝟒

𝟏𝟓

𝒙 − 𝟏
+

𝟐

𝟑

𝒙 + 𝟐
−

𝟑

𝟓

𝒙 + 𝟒
 

−𝟒

𝟏𝟓
𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| +

𝟐

𝟑
𝐥𝐧|𝒙 + 𝟐|

−
𝟑

𝟓
𝐥𝐧|𝒙 + 𝟒| + 𝑪 

𝟑) ∫
𝟐𝒙𝟐 + 𝟏

𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟐 + 𝟐𝟕𝒙 − 𝟐𝟕
 

 :   الحل  
نحلل المقام باستخدام القسمة التركيبية نجرب الاصفار  

 النسبية 

                                                 𝒙 = 𝟑 

𝟐𝟕 − 𝟖𝟏 + 𝟖𝟏 − 𝟐𝟕 = 𝟎 

𝒙   أحد عوامله − 𝟑  

  𝒙 𝒙𝟐 𝒙𝟑 ثابت 

−𝟐𝟕 𝟐𝟕 −𝟗 𝟏 𝟑  

𝟐𝟕 −𝟏𝟖 𝟑   

𝟎 𝟗 −𝟔 𝟏  

 

 

(𝒙 − 𝟑)(𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟗) 

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 − 𝟑)𝟐 

= ∫
𝟐𝒙𝟐 + 𝟏

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 − 𝟑)𝟐
 

𝑨

𝒙 − 𝟑
+

𝑩

(𝒙 − 𝟑)𝟐
+

𝑪

(𝒙 − 𝟑)𝟑
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𝑨(𝒙 − 𝟑)𝟐 + 𝑩(𝒙 − 𝟑) + 𝑪 = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 

𝒙 = 𝟑 ⟶ 𝑪 = 𝟏𝟗 

𝒙 = 𝟎 ⟶ 𝟗𝑨 − 𝟑𝑩 + 𝟏𝟗 = 𝟏 

     𝟗𝑨 − 𝟑𝑩 = −𝟏𝟖 ⋯  ① 

𝒙 = 𝟏 ⟶ 𝟒𝑨 − 𝟐𝑩 + 𝟏𝟗 = 𝟑 

     𝟒𝑨 − 𝟐𝑩 = −𝟏𝟔 ⋯  ② 

𝟐−بالحذف              الأول  × 

𝟑الثانية                        × 

−𝟏𝟖𝑨 + 𝟔𝑩 = +𝟑𝟔 

    𝟏𝟐𝑨 − 𝟔𝑩 = −𝟒𝟖 

−𝟔𝑨 = −𝟏𝟐 ⟶ 𝑨 = 𝟐 

 بالتعويض 

𝟗 × 𝟐 − 𝟑𝑩 = −𝟏𝟖 

−𝟑𝑩 = −𝟏𝟖 − 𝟏𝟖 = −𝟑𝟔 

𝑩 =
−𝟑𝟔

−𝟑
= 𝟏𝟐 

∫
𝟐

𝒙 − 𝟑
+

𝟏𝟐

(𝒙 − 𝟑)𝟐
+

𝟏𝟗

(𝒙 − 𝟑)𝟑
 

= ∫
𝟐

𝒙 − 𝟑
+ 𝟏𝟐(𝒙 − 𝟑)−𝟐 + 𝟏𝟗(𝒙 − 𝟑)−𝟑 

𝟐 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟑| −
𝟏𝟐

(𝒙 − 𝟑)
−

𝟏𝟗

𝟐
(𝒙 − 𝟑)−𝟐 + 𝑪 

 

 

 

 

 

 

 

 

الحالة الثالثة:
عوامل المقام كثيرات حدود احدها 

تربيعي غير قابل للتحليل وغير مكرر
 

 

اذا كان المقام يحوي عاملاً تربيعياً غير مكرر ولا يمكن 

تحليله )مميزه سالب( يكون العامل التربيعي كسر  

𝑨𝒙جزئي بسطه كثير حدود خطي في صورة   + 𝑩 

 ومقامه العامل التربيعي نفسه . 

 

 

∫
𝟓𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟐

(𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟐)
 أجد    

   :  الحل  

=
𝟓𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟐

(𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟐)
=

𝑨

𝒙 − 𝟏
+

𝑩𝒙 + 𝑪

𝒙𝟐 + 𝟐
 

𝟓𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟐 = 𝑨(𝒙𝟐 + 𝟐) + (𝑩𝒙 + 𝑪)(𝒙 − 𝟏) 

𝒙 = 𝟏 ⟶ 𝟑 = 𝟑𝑨 ⟹ 𝑨 = 𝟏 

𝒙 = 𝟎 ، 𝑨 = 𝟏 

⟹ 𝟐 = 𝟐 + −𝑪 

⟹ 𝑪 = 𝟎 

𝒙                  بتعويض     = 𝟐 ، 𝑨 = 𝟏 ، 𝑪 = 𝟎 

𝟐𝟎 − 𝟖 + 𝟐 = 𝟔 + 𝟐𝑩 

𝟖 = 𝟐𝑩 ⟶ 𝑩 = 𝟒 

∫
𝟏

𝒙 − 𝟏
+

𝟒𝒙

𝒙𝟐 + 𝟐
𝒅𝒙 

= 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| + 𝟐 𝐥𝐧|𝒙𝟐 + 𝟐| + 𝑪 

 

 

 1مثال
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 52صفحة                                                 

 

𝒂) ∫
𝟑𝒙 + 𝟒

(𝒙 − 𝟑)(𝒙𝟐 + 𝟒)
 𝒅𝒙 

   :  الحل  

=
𝑨

𝒙 − 𝟑
+

𝑩𝒙 + 𝑪

𝒙𝟐 + 𝟒
 

𝟑𝒙 + 𝟒 = 𝑨(𝒙𝟐 + 𝟒) + (𝑩𝒙 + 𝑪)(𝒙 − 𝟑) 

𝒙 = 𝟑 ⟶ 

𝟏𝟑 = 𝟏𝟑𝑨 ⟶ 𝑨 = 𝟏 

𝑨 = 𝟏             𝒙 = 𝟎 

𝟒 = 𝟒 + 𝑪(−𝟑) 

𝑪 = 𝟎 

𝑨 = 𝟏               𝑪 = 𝟎                   𝒙 = 𝟏 

𝟕 = 𝟓 + 𝑩(−𝟐) 

𝟐 = −𝟐𝑩                 𝑩 = −𝟏 

= ∫
𝟏

𝒙 − 𝟑
+

−𝒙

𝒙𝟐 + 𝟒
𝒅𝒙 

𝐥𝐧|𝒙 − 𝟑| −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝒙𝟐 + 𝟒| + 𝑪 

𝒃)  ∫
𝟕𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏

𝒙𝟑 + 𝟏
𝒅𝒙 

   :  الحل  

=
𝟕𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏

(𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏)
 

=
𝑨

𝒙 + 𝟏
+

𝑩𝒙 + 𝑪

𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏
 

 

 

𝟕𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏 = 𝑨(𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏)

+ (𝑩𝒙 + 𝑪)(𝒙 + 𝟏) 

𝒙 = −𝟏 

𝟕 + 𝟏 + 𝟏 = 𝑨(𝟏 + 𝟏 + 𝟏) 

𝟗 = 𝟑𝑨 ⟶ 𝑨 = 𝟑 

𝑨 = 𝟑             𝒙 = 𝟎 ⟶ 

𝟏 = 𝟑 + 𝑪 ⟶ 𝑪 = −𝟐 

𝑨 = 𝟑            𝑪 = −𝟐             𝒙 = 𝟏 

𝟕 = 𝟑 + (𝑩 − 𝟐)(𝟐) 

𝟒 = 𝟐𝑩 − 𝟒 ⟶ 𝑩 = 𝟒 

∫
𝟑

𝒙 + 𝟏
+

𝟒𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏
𝒅𝒙 

= 𝟑 𝐥𝐧|𝒙 + 𝟏| + 𝟐 𝐥𝐧|𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏| + 𝑪 

 

 

∫
𝒙𝟐 − 𝟑

𝒙𝟑 + 𝟑𝒙
 جد    

   :  الحل  

=
𝒙𝟐 − 𝟑

𝒙(𝒙𝟐 + 𝟑)
=

𝑨

𝒙
+

𝑩𝒙 + 𝑪

𝒙𝟐 + 𝟑
 

𝒙𝟐 − 𝟑 = 𝑨(𝒙𝟐 + 𝟑) + 𝒙(𝑩𝒙 + 𝑪) 

𝒙 = 𝟎 ⟶ −𝟑 = 𝟑𝑨 ⟶ 𝑨 = −𝟏 

𝑨 = −𝟏               𝒙 = −𝟏 

−𝟐 = (−𝟏)(𝟒) + (−𝟏)(−𝑩 + 𝑪) 

−𝟐 = −𝟒 + 𝑩 − 𝑪 

𝑩 − 𝑪 = 𝟐 ⋯ ① 

𝑨 = −𝟏               𝒙 = 𝟏 

 2مثال

 3مثال
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−𝟐 = −𝟒 + 𝑩 + 𝑪 

𝑩 + 𝑪 = 𝟐 ⋯ ② 

𝑩 − 𝑪 = 𝟐 ⋯ ① 

𝟐𝑩 = 𝟒 ⟶ 𝑩 = 𝟐 

⟶ 𝟐 − 𝑪 = 𝟐             𝑪 = 𝟎 

∫
−𝟏

𝒙
+

𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝟑
 

− 𝐥𝐧|𝒙| + 𝐥𝐧|𝒙𝟐 + 𝟑| + 𝑪 

الحالة الرابعة: 
درجة كثيرات الحدود في البسط 

مساوية لدرجة كثيرات الحدود في 
 المقام أو أكبر منها

 

 نستخدم القسمة الطويلة أو القسمة التركيبية  

اذا كان  
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
فيه درجة    نسبياً  أكبر من  𝒇(𝒙)اقتراناً 

درجة   تساوي  القسمة   𝒈(𝒙)أو  ناتج   𝒒(𝒙)وكان 

 فإن   𝒓(𝒙)وباقي القسمة  
 

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
= 𝒒(𝒙) +

𝒓(𝒙)

𝒈(𝒙)
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫
𝟑𝒙𝟒 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟏
𝒅𝒙    أجد 

 قسمة طويلة  :  الحل  
                 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑 

𝒙𝟐 − 𝟏    𝟑𝒙𝟒 − 𝟏 

             −𝟑𝒙𝟒 ± 𝟑𝒙𝟐 

                𝟑𝒙𝟐 − 𝟏 

            −𝟑𝒙𝟐 ± 𝟑 

                   𝟐 

∫
𝟑𝒙𝟒 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
𝒅𝒙 = ∫ 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑 +

𝟐

𝒙𝟐 − 𝟏
 

 كسور جزئية                       

𝟐

𝒙𝟐 − 𝟏
=

𝑨

𝒙 − 𝟏
+

𝑩

𝒙 + 𝟏
 

𝟐 = 𝑨(𝒙 + 𝟏) + 𝑩(𝒙 − 𝟏) 

𝒙 = 𝟏𝟐 = 𝟐𝑨 ⟶ 𝑨 = 𝟏 

𝒙 = −𝟏 ⟶ 𝟐 = −𝟐𝑩 ⟶ 𝑩 = −𝟏 

= ∫ 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑 + ∫
𝟏

𝒙 − 𝟏
+

−𝟏

𝒙 + 𝟏
 

= 𝒙𝟑 + 𝟑𝒙 + 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| − 𝐥𝐧|𝒙 + 𝟏| + 𝑪 

 

 

 

 

 1مثال
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 53صفحة                                                 

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين :

𝒂) ∫
𝟒𝒙𝟑 − 𝟓

𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙 

 قسمة طويلة  :  الحل  
   𝟐𝒙 + 𝟏            

𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏     𝟒𝒙𝟑 − 𝟓 

        −𝟒𝒙𝟑 ± 𝟐𝒙𝟐 ± 𝟐𝒙  

     𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟓 

−𝟐𝒙𝟐 ± 𝒙 ± 𝟏  

𝟑𝒙 − 𝟒        

∫ 𝟐𝒙 + 𝟏 +
𝟑𝒙 − 𝟒

𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏
 

 كسور جزئية                                         

𝟑𝒙 − 𝟒

𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏
=

𝑨

𝟐𝒙 + 𝟏
+

𝑩

𝒙 − 𝟏
 

𝟑𝒙 − 𝟒 = 𝑨(𝒙 − 𝟏) + 𝑩(𝟐𝒙 + 𝟏) 

𝒙 = 𝟏 ⟶ −𝟏 = 𝟑𝑩 ⟶ 𝑩 =
−𝟏

𝟑
 

𝒙 =
−𝟏

𝟐
=

−𝟑

𝟐
− 𝟒 = 𝑨 (

−𝟏

𝟐
− 𝟏) 

−𝟏𝟏

𝟐
=

−𝟑

𝟐
𝑨 ⟶ 𝑨 =

−𝟏𝟏

𝟐
−𝟑

𝟐

 

𝑨 =
𝟏𝟏

𝟑
 

= ∫ 𝟐𝒙 + 𝟏 +

𝟏𝟏

𝟑

𝟐𝒙 + 𝟏
+

−𝟏

𝟑

𝒙 − 𝟏
 

𝒙𝟐 + 𝒙 +
𝟏𝟏

𝟔
𝐥𝐧|𝟐𝒙 + 𝟏| −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| 

 

𝒃) ∫
𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙
 𝒅𝒙 

 درجة المقام =درجة البسط  :  الحل  
                       𝟏 

𝒙𝟐 − 𝒙     𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟏 

               −𝟐𝒙𝟐 ± 𝒙  

                  𝟐𝒙 − 𝟏 

∫ 𝟏 +
𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙
 

 كسور جزئية                                                   

=
𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙(𝒙 − 𝟏)
=

𝑨

𝒙
+

𝑩

𝒙 − 𝟏
 

𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝑨(𝒙 − 𝟏) + 𝑩𝒙 

𝒙 = 𝟏 ⟶ 𝟏 = 𝑩 

𝒙 = 𝟎 ⟶ −𝟏 = −𝑨 

            ⟶ 𝑨 = 𝟏 

∫ 𝟏 +
𝟏

𝒙
+

𝟏

𝒙 − 𝟏
 

= 𝒙 + 𝐥𝐧|𝒙| + 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟏| + 𝑪 

 

 

∫
𝟐𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟐

𝒙𝟑 + 𝒙
 جد    

 :    الحل  

                       𝟐𝒙 

𝒙𝟑 + 𝒙    𝟐𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟐 

               −𝟐𝒙𝟒 ∓ 𝟐𝒙𝟐        

                  𝟒𝒙𝟐 + 𝟐 

 2مثال

 3مثال
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∫ 𝟐𝒙 +
𝟒𝒙𝟐 + 𝟐

𝒙𝟑 + 𝒙
 

 كسور جزئية                                                     

𝟒𝒙𝟐 + 𝟐

𝒙𝟑 + 𝒙
=

𝑨

𝒙
+

𝑩

𝒙𝟐 + 𝟏
 

𝟒𝒙𝟐 + 𝟐 = 𝑨(𝒙𝟐 + 𝟏) + 𝒙(𝑩𝒙 + 𝑪) 

𝒙 = 𝟎 ⟶ 𝟐 = 𝑨 

𝒙 = 𝟏                𝑨 = 𝟐 

⟶ 𝟔 = 𝟒 + 𝑩 + 𝑪 

𝑩 + 𝑪 = 𝟐 ⋯ ① 

𝒙 = −𝟏                  𝑨 = 𝟐 

𝟔 = 𝟒 + 𝑩 − 𝑪 

𝑩 − 𝑪 = 𝟐 ⋯ ② 

 بحل المعادلتين

𝑩 = 𝟐 

𝟐 − 𝑪 = 𝟐 ⟶ 𝑪 = 𝟎 

∫ 𝟐𝒙 +
𝟐

𝒙
+

𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
 

𝒙𝟐 + 𝟐 𝐥𝐧|𝒙| + 𝐥𝐧|𝒙𝟐 + 𝟏| 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫
𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟒

𝟐

𝟎

𝒅𝒙    أجد 

   :  الحل  
𝒙 − 𝟐

(𝒙 + 𝟏)(𝒙 + 𝟒)
=

𝑨

𝒙 + 𝟏
+

𝑩

𝒙 + 𝟒
 

𝒙 − 𝟐 = 𝑨(𝒙 + 𝟒) + 𝑩(𝒙 + 𝟏) 

𝒙 = −𝟏 

⟶ −𝟑 = 𝟑𝑨 ⟶ 𝑨 = −𝟏 

𝒙 = −𝟒 

⟶ −𝟔 = −𝟑𝑩 ⟶ 𝑩 = 𝟐 

∫
𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟒

𝟐

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
−𝟏

𝒙 + 𝟒
+

𝟐

𝒙 + 𝟒
𝒅𝒙

𝟐

𝟎

 

 
(− 𝐥𝐧|𝒙 + 𝟏| + 𝟐 𝐥𝐧|𝒙 + 𝟒|)

 
|

𝟎

𝟐

 

(− 𝐥𝐧 𝟑 + 𝟐 𝐥𝐧 𝟔) − (− 𝐥𝐧 𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧 𝟒) 

= 𝐥𝐧 (
𝟑

𝟒
) 

 

 

 

 

 

 

 

التكامل بالكسور الجزئية لتكاملات  

 محدودة 

 1مثال
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                                54صفحة                                                
 

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين :

𝒂) ∫
𝟐𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒

𝒙𝟐 − 𝟒

𝟒

𝟑

 𝒅𝒙 

 درجة المقام >درجة البسط  :  الحل  
 قسمة طويلة 

                  𝟐𝒙 + 𝟏 

𝒙𝟐 − 𝟒    𝟐𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒 

              −𝟐𝒙𝟑 ± 𝟖𝒙           

𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟒                    

                  𝒙𝟐 ± 𝟒                 

𝟔𝒙                              

= ∫ 𝟐𝒙 + 𝟏
𝟒

𝟑

+ ∫
𝟔𝒙

𝒙𝟐 − 𝟒

𝟒

𝟑

𝒅𝒙 

 كسور جزئية                       

𝟔𝒙

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)
=

𝑨

𝒙 − 𝟐
+

𝑩

𝒙 + 𝟐
 

𝟔𝒙 = 𝑨(𝒙 + 𝟐) + 𝑩(𝒙 − 𝟐) 

𝒙 = 𝟐 

𝟏𝟐 = 𝟒𝑨 ⟶ 𝑨 = 𝟑 

𝒙 = −𝟐 

−𝟏𝟐 = −𝟒𝑩 ⟶ 𝑩 = 𝟑 

= ∫ 𝟐𝒙 + 𝟏 +
𝟑

𝒙 − 𝟐
+

𝟑

𝒙 + 𝟐

𝟒

𝟑

 

 
(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟑 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟐| + 𝟑 𝐥𝐧|𝒙 + 𝟐|)

 
|

𝟑

𝟒

 

 

(𝟐𝟎 + 𝟑 𝐥𝐧 𝟐 + 𝟑 𝐥𝐧 𝟔) 

−(𝟏𝟐 + 𝟑 𝐥𝐧 𝟏 + 𝟑 𝐥𝐧 𝟓) 

= 𝟖 + 𝟑 𝐥𝐧 𝟏𝟐 − 𝟑 𝐥𝐧 𝟓 

= 𝟖 + 𝟑(𝐥𝐧 𝟏𝟐 − 𝐥𝐧 𝟓) 

= 𝟖 + 𝟑 𝐥𝐧 (
𝟏𝟐

𝟓
) 

𝒃) ∫
𝟑𝒙 − 𝟏𝟎

𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟏𝟐

𝟔

𝟓

 

   :  الحل  
𝟑𝒙 − 𝟏𝟎

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 − 𝟒)
=

𝑨

𝒙 − 𝟑
+

𝑩

𝒙 − 𝟒
 

𝟑𝒙 − 𝟏𝟎 = 𝑨(𝒙 − 𝟒) + 𝑩(𝒙 − 𝟑) 

𝒙 = 𝟑 ⟶ −𝟏 == 𝑨 ⟶ 𝑨 = 𝟏 

∫
𝟏

𝒙 − 𝟑
+

𝟐

𝒙 − 𝟒

𝟔

𝟓

 

 
= (𝐥𝐧|𝒙 − 𝟑| + 𝟐 𝐥𝐧|𝒙 − 𝟒|)

 
|

𝟓

𝟔

 

= (𝐥𝐧 𝟑 + 𝟐 𝐥𝐧 𝟐) − (𝐥𝐧 𝟐 + 𝟐 𝐥𝐧 𝟏) 

= 𝐥𝐧 𝟑 + 𝟐 𝐥𝐧 𝟐 − 𝐥𝐧 𝟐 + 𝟎 

= 𝐥𝐧 𝟑 + 𝐥𝐧 𝟐 = 𝐥𝐧 𝟔 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2مثال
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 مسألة اليوم              

يبين الشكل المجاور منحنى الاقتران                     

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟑 + 𝒙
 : أجد مساحة المنطقة المظللة،  

 

 

 

 

 

 

   :  الحل  

𝑨 = ∫
𝟏

𝒙𝟑 + 𝒙

𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

= ∫
𝟏

𝒙(𝒙𝟐 + 𝟏)

𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

=
𝑨

𝒙
+

𝑩𝒙 + 𝑪

𝒙𝟐 + 𝟏
 

𝟏 = 𝑨(𝒙𝟐 + 𝟏) + (𝑩𝒙 + 𝑪)𝒙 

𝒙 = 𝟏 ⟶ 𝟏 = 𝟐𝑨 + 𝑩 + 𝑪 

𝒙 = 𝟎 ⟶ 𝑨 = 𝟏 

 بالتعويض 

𝑩 + 𝑪 = −𝟏  ⋯ ① 

𝒙 = −𝟏 ⟶ 𝟐𝑨 + 𝑩 − 𝑪 = 𝟏 

⟶ 𝟏 = 𝟐 + 𝑩 − 𝑪 ⋯ ② 

 بحل المعادلتين

𝑩 = −𝟏                    𝑪 = 𝟎 

= ∫
𝟏

𝒙
+

−𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏

𝟐

𝟏

 

 

 

𝐥𝐧|𝒙| −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝒙𝟐 + 𝟏|
 

|

𝟏

𝟐

 

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧

𝟖

𝟓
 

 

 

 

 

 

 

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين :

𝟏) ∫
𝒆𝒙

𝒆𝟐𝒙 − 𝒆𝒙
 

 التكامل بالتعويض  :  الحل  
𝒖 = 𝒆𝒙              𝒅𝒖 = 𝒆𝒙 𝒅𝒙 

= ∫
𝒖

𝒖𝟐 − 𝒖
×

𝒅𝒖

𝒖
 

= ∫
𝟏

𝒖𝟐 − 𝒖
𝒅𝒖 

 تكامل كسور جزئية 

𝟏

𝒖(𝒖 − 𝟏)
=

𝑨

𝒖
+

𝑩

𝒖 − 𝟏
 

𝟏 = 𝑨(𝒖 − 𝟏) + 𝑩𝒖 

𝒖 = 𝟏 ⟶ 𝑩 = 𝟏 

𝒖 = 𝟎        𝑨 = −𝟏 

∫
−𝟏

𝒖
+

𝟏

𝒖 − 𝟏
𝒅𝒖 

= − 𝐥𝐧|𝒖| + 𝐥𝐧|𝒖 − 𝟏| 

التكامل بالكسور الجزئية والتكامل  
 بالتعويض 

 1مثال

 3مثال
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= − 𝐥𝐧|𝒆𝒙| + 𝐥𝐧|𝒆𝒙 − 𝟏| + 𝑪 

= −𝒙 + 𝐥𝐧|𝒆𝒙 − 𝟏| + 𝑪 

𝟐)  ∫
√𝒙

𝒙 − 𝟏𝟔
 𝒅𝒙 

   :  الحل  
 التكامل بالتعويض  ①

𝒖 = √𝒙                   𝒖𝟐 = 𝒙 

𝟐𝒖 𝒅𝒖 = 𝒅𝒙 

∫
𝒖

𝒖𝟐 − 𝟏𝟔
× 𝟐𝒖 𝒅𝒖 

= ∫
𝟐𝒖𝟐

𝒖𝟐 − 𝟏𝟔
𝒅𝒖 

 درجة المقام  =درجة البسط  ②

 قسمة طويلة  

                       𝟐 

𝒖𝟐 − 𝟏𝟔     𝟐𝒖𝟐 

                  −𝟐 ± 𝟑𝟐        

                     𝟑𝟐 

= ∫ 𝟐 +
𝟑𝟐

𝒖𝟐 − 𝟏𝟔
 

 كسور جزئية   ③

𝟑𝟐

𝒖𝟐 − 𝟏𝟔
=

𝑨

𝒖 − 𝟒
+

𝑩

𝒖 + 𝟒
 

𝟑𝟐 = 𝑨(𝒖 + 𝟒) + 𝑩(𝒖 − 𝟒) 

𝒖 = 𝟒 ⟶ 𝟑𝟐 = 𝟖𝑨 

⟶ 𝑨 = 𝟒 

𝒖 = −𝟒 ⟶ 𝟑𝟐 = −𝟖𝑩 

⟶ 𝑩 = −𝟒 

 

= ∫ 𝟐 +
𝟒

𝒖 − 𝟒
−

𝟒

𝒖 + 𝟒
 

= 𝟐𝒖 + 𝟒 𝐥𝐧|𝒖 − 𝟒| + 𝟒 𝐥𝐧|𝒖 + 𝟒| 

= 𝟐√𝒙 + 𝟒 𝐥𝐧|√𝒙 − 𝟒| + 𝟒 𝐥𝐧|√𝒙 + 𝟒| + 𝑪 

 

 57صفحة                                                                                                                                                                                                                        

 أجد كلاً من التكاملين الآتيين :

𝒂) ∫
𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟏
 

   :  الحل  
 التكامل بالتعويض  ①

𝒖 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙                    𝒅𝒖 = 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝟐 

∫
𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙

𝒖𝟐 − 𝟏
×

𝒅𝒖

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙
 

∫
𝟏

𝒖𝟐 − 𝟏
𝒅𝒖 

 كسور جزئية   ②

𝟏

𝒖𝟐 − 𝟏
=

𝑨

𝒖 − 𝟏
+

𝑩

𝒖 + 𝟏
 

𝟏 = 𝑨(𝒖 + 𝟏) + 𝑩(𝒖 − 𝟏) 

𝒖 = 𝟏 ⟶ 𝑨 =
𝟏

𝟐
 

𝒖 = −𝟏 ⟶ 𝑩 =
−𝟏

𝟐
 

= ∫

𝟏

𝟐

𝒖 − 𝟏
−

𝟏

𝟐

𝒖 + 𝟏
 

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝒖 − 𝟏| −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝒖 + 𝟏| 

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝟏| −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝟏| 

 2مثال
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𝒃) ∫
𝒆𝒙

(𝒆𝒙 − 𝟏)(𝒆𝒙 + 𝟒)
𝒅𝒙 

   :  الحل  
 التكامل بالتعويض  

𝒖 = 𝒆𝒙                   𝒅𝒖 = 𝒆𝒙 𝒅𝒙 

∫
𝒖

(𝒖 − 𝟏)(𝒖 + 𝟒)
×

𝒅𝒖

𝒆𝒙
 

= ∫
𝟏

(𝒖 + 𝟒 − 𝟏)
 𝒅𝒖 

 كسور جزئية   ②

𝟏

(𝒖 − 𝟏)(𝒖 + 𝟒)
=

𝑨

𝒖 − 𝟏
+

𝑩

𝒖 + 𝟒
 

𝟏 = 𝑨(𝒖 + 𝟒) + 𝑩(𝒖 − 𝟏) 

𝒖 = 𝟏                𝑨 =
𝟏

𝟓
 

𝒖 = −𝟒             𝑩 =
−𝟏

𝟓
 

= ∫

𝟏

𝟓

𝒖 − 𝟏
−

𝟏

𝟓

𝒖 + 𝟒
 

=
𝟏

𝟓
𝐥𝐧|𝒖 − 𝟏| −

𝟏

𝟓
𝐥𝐧|𝒖 + 𝟒| 

=
𝟏

𝟓
𝐥𝐧|𝒆𝒙 − 𝟏| −

𝟏

𝟓
𝐥𝐧|𝒆𝒙 + 𝟒| 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫
√𝒙
𝟑

− 𝟏

√𝒙𝟐𝟑
− 𝟏

𝒅𝒙    جد 

   :  الحل  
 التكامل بالتعويض  ①

𝒖 = √𝒙
𝟑

⟶ 𝒖𝟑 = 𝒙 

𝟑𝒖𝟐 𝒅𝒖 = 𝒅𝒙 

∫
𝒖 − 𝟏

𝒖𝟐 − 𝟏
× 𝟑𝒖𝟐 𝒅𝒖 

= ∫
𝟑𝒖𝟑 − 𝟑𝒖𝟐

𝒖𝟐 − 𝟏
 

 قسمة طويلة 

                  𝟑𝒖 − 𝟑 

𝒖𝟐 − 𝟏    𝟑𝒖𝟑 − 𝟑𝒖𝟐 

              −𝟑𝒖𝟑 ± 𝟑𝒖           

−𝟑𝒖𝟐 + 𝟑𝒖                             

              ±𝟑𝒖𝟐 ∓ 𝟑              

𝟑𝒖 − 𝟑                              

= ∫ 𝟑𝒖 − 𝟑 +
𝟑𝒖 − 𝟑

𝒖𝟐 − 𝟏
 

= ∫ 𝟑𝒖 − 𝟑 +
𝟑(𝒖 − 𝟏)

(𝒖 − 𝟏)(𝒖 + 𝟏)
 

=
𝟑𝒖𝟐

𝟐
− 𝟑𝒖 + 𝟑 𝐥𝐧|𝒖 + 𝟏| 

=
𝟑

𝟐
(√𝒙

𝟑
) − 𝟑√𝒙

𝟑
+ 𝟑 𝐥𝐧|√𝒙

𝟑
+ 𝟏| 

 

 

 3مثال
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∫
𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟐𝟓 − (𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐
 جد         

   :  الحل  
𝒖 = 𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 𝒅𝒖 =
− 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
= − 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝒅𝒙 

∫
𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟐𝟓 − 𝒖𝟐
×

𝒅𝒖

− 𝐭𝐚𝐧 𝒙
 

= ∫
−𝟏

𝟐𝟓 − 𝒖𝟐
𝒅𝒖 

 كسور جزئية 

−𝟏

𝟐𝟓 − 𝒖𝟐
=

𝑨

𝟓 − 𝒖
+

𝑩

𝟓 + 𝒖
 

−𝟏 = 𝑨(𝟓 + 𝒖) + 𝑩(𝟓 − 𝒖) 

𝒖 = 𝟓 ⟶ 𝑨 =
−𝟏

𝟏𝟎
 

𝒖 = −𝟓 ⟶ 𝑩 =
𝟏

𝟏𝟎
 

= ∫

−𝟏

𝟏𝟎

𝟓 − 𝒖
−

𝟏

𝟏𝟎

𝟓 + 𝒖
 

=
𝟏

𝟏𝟎
𝐥𝐧|𝟓 − 𝒖| −

𝟏

𝟏𝟎
𝐥𝐧|𝟓 + 𝒖| 

=
𝟏

𝟏𝟎
𝐥𝐧|𝟓 − 𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬 𝒙| =

𝟏

𝟏𝟎
𝐥𝐧|𝟓 + 𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬 𝒙| 

 

 

 

 

 

 

 

∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙
 جد         

   :  الحل  

= ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − (𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)
 

= ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

= ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

𝒖 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙                𝒅𝒖 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙  𝒅𝒙 

= ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟑𝒖 + 𝟐𝒖𝟐
×

𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

= ∫
𝟏

𝟑𝒖 + 𝟐𝒖𝟐
 

 كسور جزئية 

𝟏

𝒖(𝟑 + 𝟐𝒖)
=

𝑨

𝒖
+

𝑩

𝟑 + 𝟐𝒖
 

𝟏 = 𝑨(𝟑 + 𝟐𝒖) + 𝑩𝒖 

𝒖 = 𝟎 ⟶ 𝑨 =
𝟏

𝟑
 

𝒖 =
−𝟑

𝟐
⟶ 𝑩 =

−𝟐

𝟑
 

= ∫

𝟏

𝟑

𝒖
−

𝟐

𝟑

𝟑 + 𝟐𝒖
 

=
𝟏

𝟑
𝐥𝐧|𝒖| −

𝟐

𝟔
𝐥𝐧|𝟑 + 𝟐𝒖| + 𝑪 

=
𝟏

𝟑
𝐥𝐧|𝐬𝐢𝐧 𝒙| −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧|𝟑 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙| + 𝑪 

 

 5مثال 4مثال
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∫
𝒆𝟑𝒙

𝒆𝟐𝒙 − 𝟑𝒆𝒙 − 𝟒
 

   :  الحل  
𝒖 = 𝒆𝒙 ⟶ 𝒅𝒖 = 𝒆𝒙 𝒅𝒙 

∫
𝒖𝟑

𝒖𝟐 − 𝟑𝒖 − 𝟒
×

𝟏

𝒆𝒙
 

∫
𝒖𝟑

𝒖𝟐 − 𝟑𝒖 − 𝟒
×

𝟏

𝒖
 𝒅𝒖 

∫
𝒖𝟐 

𝒖𝟐 − 𝟑𝒖 − 𝟒
 

 قسمة طويلة 

𝟏 

𝒖𝟐 − 𝟑𝒖 − 𝟒       𝒖𝟐 

      −𝒖𝟐 ± 𝟑𝒖 ± 𝟒 

𝟑𝒖 + 𝟒 

∫ 𝟏 +
𝟑𝒖 + 𝟒

𝒖𝟐 − 𝟑𝒖 − 𝟒
 

 كسور جزئية                     

𝟑𝒖 + 𝟒

(𝒖 − 𝟒)(𝒖 + 𝟏)
=

𝑨

𝒖 − 𝟒
+

𝑩

𝒖 + 𝟏
 

𝟑𝒖 + 𝟒 = 𝑨(𝒖 + 𝟏) + 𝑩(𝒖 − 𝟒) 

𝒖 = −𝟏 ⟶ 𝑩 =
−𝟏

𝟓
 

𝒖 = 𝟒 ⟶ 𝑨 =
𝟏𝟔

𝟓
 

∫ 𝟏 +

𝟏𝟔

𝟓

𝒖 − 𝟒
  

−
𝟏

𝟓

𝒖 + 𝟏
 

 

= 𝒖 +
𝟏𝟔

𝟓
𝐥𝐧|𝒖 − 𝟒| −

𝟏

𝟓
𝐥𝐧|𝒖 + 𝟏| 

= 𝒆𝒙 +
𝟏𝟔

𝟓
𝐥𝐧|𝒆𝒙 − 𝟒| −

𝟏

𝟓
𝐥𝐧|𝒆𝒙 + 𝟏| + 𝑪 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 6مثال
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 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  

 

 الدرس الثالث التكامل بالكسور الجزئية
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 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

147 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  

 

 

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  

 

 

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  
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 :   الحل  
 

  ملاحظة: يمكن حل هذا التكامل بالتعويض

كما يمكن حله بالأجزاء            

  

 

 

 

 

 

begin mathsize 20px style u equals x minus 2 end 
style

https://minhaji.net/lesson/28640/%D8%A3%D8%AA%D8%AF%D8%B1%D8%A8_%D9%88%D8%A3%D8%AD%D9%84_%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B3%D8%A7%D8%A6%D9%84#0351e1c1-8ad1-4da5-a0cd-0de19d7f5171
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 :   الحل  

        

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  
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 :   الحل  
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  
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 :   الحل  
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 :   الحل  
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 : الحل  
 

  

 :   الحل  

 

 

 

 

 :   الحل  
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 : الحل  

 

 

 

 

 : الحل  
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 : الحل  

 

 

 

 

 :   الحل  

 

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

160 

هالتكامل وتطبيقات  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :   الحل  
    الأول بضرب كل من البسط والمقام بـالحل 

𝒆−𝒙 

 

 :الحل الثاني بالتعويض
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 : الحل  

 
 
 

 

 
 : الحل  
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 : الحل  

 

 

 
 

 
 

 : الحل  
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 : الحل  

 

 

 

 

 : الحل  
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 : الحل  

 

 

 : الحل  

 

 

 

 

 

 

 

 : الحل  

 

 تمارين ومسائل كتاب التمارين 
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 : الحل  

 

 
 

 : الحل  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : الحل  
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 : الحل  

 

 

 

 : الحل  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : الحل  
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 : الحل  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : الحل  
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 : الحل  
 

 

 

 

 

 

 

 

 : الحل  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

                  

الأستاذ : ناجح الجمزاوي
 0779192534-0795656881

 الرابعةالوحدة            

169 

هالتكامل وتطبيقات  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : الحل  
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 : الحل  

 

 

 

 : الحل  
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 : الحل  

 

 

 
 : الحل  
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 : الحل  

 

 
 : الحل  

 

 
 

 
 : الحل  
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 تمت بحمد الل 

 

 امنياتي لكم بالتوفيق والنجاح
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